فصل دوم : رياضيات درآناليز مودال

 آناليز مودال براي ايجاد مدل ديناميکي سيستمِ و آناليز داده ها بصورت هاي مختلف نيازمند رياضيات مي باشد. از آنجا که در آناليز مودال هم تحليل هاي زماني و هم فرکانسي مطرح مي شود مباحث رياضي وسيعي در اين مقوله مطرح است. در آناليز مودال به مباحث مربوط به سيستم هاي ديناميکي گسسته و همچنين سازه هاي پيوسته پرداخته مي شود. مطالعات تحليلي و عددي در اين مقوله بيشتر در زمينه هاي برازش منحني، عمليات ماتريسي، آناليز آماري، تعيين پارامتر و ديگر موضوعات است. بنابراين وجود پيش نيازهاي رياضي در آناليز مودال ضروري مي باشد. در اين فصل رياضيات مورد نياز اين کتاب ارائه شده تا خواننده از مراجعه به منابع رياضي هنگام برخورد با مسائل بي نياز باشد.

تئوري ماتريسي در آناليز مودال نقش پيشگامي را دارا مي باشد زيرا تئوري آناليز مودال عمدتا بر اساس بررسي سيستم هاي ديناميکي چند درجه آزادي که بوسيله ماتريس ها بيان مي شوند، مي باشد. اولين مسائل ماتريسي مورد نياز حل معادلات خطي، معکوس سازي ماتريس و مساله مقدار ويژه مي باشد. ساير سرفصل هاي خاص مانند مشتقات ماتريسي نيز در آناليز مودال و کاربردهاي آن مطرح مي شوند.

تبديل فوريه اساس بحث پردازش داده ها در آناليز مودال را تشکيل مي دهد. عده اي بر اين باورند که تبديل سريع فوريه عامل گسترش تکنولوژي آناليز مودال است و بدون آن آناليز مودال در حد يک مبحث تحليلي و آکادميک و بدون کاربرد باقي مي ماند. آناليز مودال در طول توسعه خود تئوري کنترل مدرن را نيز به خدمت گرفته است. اين موضوع چندان عجيبي نيست زيرا تئوري کنترل به سيستم ها و تئوري آناليز مودال به سيستم هاي ديناميکي مي پردازد. موضوع مشترک تعيين خواص سيستم باعث مي شود در آناليز مودال برخي تکنيک هاي کنترل مدرن بکار گرفته شوند. اين موضوعات مشترک شامل تئوري فضاي حالت، تبديل لاپلاس، آناليز سري هاي زماني، تبديل هيلبرت و بسياري موارد ديگر مي باشد.

از آنجا که اين فصل بيشتر براي بيان مفاهيم رياضي فصل هاي بعدي تنظيم شده است، بسياري از مطالب بدون ارائه برهان هاي رياضي بيان شده است. خوانندگان علاقه مند مي توانند براي جزئيات بيشتر به ساير منابع رياضي مراجعه نمايند.

2-1-مفاهيم اساسي ماتريسي

تئوري ماتريس مبناي آناليز مودال مي باشد. در ادامه برخي مفاهيم ماتريسي مرور مي شوند.

2-1-1-رد يک ماتريس

رد يک ماتريس مربعي يک تابعي عددي مي باشد. براي ماتريس 
[image: image1.wmf][

]

A

 به ابعاد 
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 رد ماتريس بصورت 
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 نمايش داده شده و به شکل زير تعريف مي شود:
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روابط زير براي رد ماتريس ها به راحتي اثبات مي شوند:
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2-1-2-دترمينان يک ماتريس

دترمينان ماتريس مربعي 
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 بصورت 
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 نمايش داده مي شود. به راحتي نشان داده مي شود که:

	
[image: image11.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

 

 

 

 

 

 

 

 

B

A

B

A

=


	(2-6)

	
[image: image12.wmf][

]

[

]

T

A

A

 

 

 

 

=


	(2-7)


مينور 
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 مربوط به مؤلفه 
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 ماتريس 
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 دترمينان ماتريسي است که از حذف سطر i و ستون j ماتريس 
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 حاصل شده است.

کوفاکتور
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 مربوط به مؤلفه 
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 ماتريس 
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 بصورت زير تعريف مي شود:
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بعنوان مثال
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مرتبه يک دترمينان را مي توان با بسط هر سطر يا ستون بر حسب کوفاکتورهاي آن کاهش داد. براي ماتريس 
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  مثال فوق، با انتخاب ستون دوم مي توان نوشت:
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در حالت کلي با انتخاب ستون r ماتريس 
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 مي توان نوشت
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رتبه يک ماتريس مربعي r خواهد بود اگر حداقل يکي از مينورهاي مربعي r تايي آن غير صفر باشد و در عين حال تمام مينورهاي مربعي (r+1) تايي آن در صورت وجود برابر صفر باشند.

2-1-3- نرم يک ماتريس

گاهي هنگام کار با يک بردار يا ماتريس لازم است معياري کمّي براي تعيين اندازه بردار يا ماتريس مشابه اندازه اسکالرهاي حقيقي يا موهومي تعريف شود. روشن است که اندازه يک بردار يا ماتريس با اندازه کميت هاي اسکالر کاملا" متفاوت است. اندازه ماتريس 
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 در رياضي به نرم ماتريس موسوم است و بصورت 
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 نمايش داده مي شود. نرم يک ماتريس را مي توان مشابه نرم بردار تعريف کرد. اين نرم عددي غيرمنفي را به هر بردار نسبت مي دهد. در حالت کلي نرم p بردار 
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 بصورت زير تعريف مي شود:
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با توجه به تعريف فوق نرم هاي مختلف بصورت زير تعريف مي شود:
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 مجموع اندازه ها
	(2-11)

	
[image: image34.wmf]{

}

å

=

=

n

i

i

x

x

1

2

2

 

 نرم اقليدسي
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 نرم ماکزيمم اندازه
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اکنون با توجه به نرم بردارها مي توان نرم ماتريس 
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 را به شکل زير تعريف نمود:
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 ماکزيمم مجموع ستون ها
	(2-14)
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بعنوان مثال ماتريس زير را در نظر بگيريد:
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در اينصورت خواهيم داشت:
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يکي از کاربردهاي رد ماتريس محاسبه نرم اقليدسي است. رابطه زير را مي توان به راحتي اثبات کرد:
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2-1-4-رتبه يک ماتريس

يک ماتريس نامنفرد ماتريسي مربعي با دترمينان غيرصفر است. رتبه ماتريس 
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 برابر با بعد بزرگترين زيرماتريس غيرمنفرد 
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 مي باشد. از اين تعريف نتيجه مي شود که رتبه ماتريس غير منفرد 
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 برابر n مي باشد. بنابراين يک ماتريس غيرمنفرد، ماتريس با رتبه کامل نيز ناميده مي شود. براي ماتريس غير مربعي 
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 که 
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 مي باشد، کامل بودن رتبه به معني آن است که تنها n سطر اين ماتريس مستقل خطي مي باشند.

تعاريف ديگري نيز براي مرتبه يک ماتريس وجود دارد. در جبر خطي نشان داده مي شود که تمام اين تعاريف يکسان مي باشند. بعنوان مثال رتبه يک ماتريس مي تواند بعنوان تعداد سطرها يا ستون هاي مستقل (هر کدام کوچکتر باشد) ماتريس تعريف شود. تعريف ديگر از رتبه ماتريس،  تعداد سطرهاي (ستون هاي) غيرصفر ماتريس پس از عمليات حذف گاوسي مي باشد.

در سيستم هاي سازه اي چند درجه آزادي معمولاّ ماتريس جرم داراي رتبه کامل است. ماتريس سختي نيز با شرط عدم وجود حرکت صلب داراي رتبه کامل مي باشد. ماتريس ميرايي که نمايانگر ميرايي سازه در تعدادي خاص از درجات آزادي آن است، ماتريسي خلوت خواهد بود که رتبه آن کامل نمي باشد (ناقص است). اگر سيستم مقادير ويژه تکراري نداشته باشد، ماتريس شکل مود آن حتماً داراي رتبه کامل خواهد بود.

رتبه حاصلضرب دو ماتريس از رتبه هر يک از آن دو ماتريس بزرگتر نخواهد بود.

2-1-5-تشابه ماتريس ها

دو ماتريس حقيقي 
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 و 
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 متشابه هستند اگر يک ماتريس غير منفرد 
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 وجود داشته باشد به گونه اي که 
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مي توان ثابت کرد که ماتريس هاي متشابه مقادير ويژه يکسان دارند.

2-2-دستگاه معادلات خطي

حل يک دستگاه معادلات خطي همزمان (که از اين پس معادلات خطي ناميده مي شوند) هسته اصلي جبر خطي را تشکيل مي دهد. بسياري از مباحث اصلي جبر خطي از اين مساله سرچشمه مي گيرند. بعنوان مثال مي توان به معکوس سازي ماتريس و برخي روش هاي حل مساله مقدار ويژه اشاره کرد. حل اين مساله نيز يکي از مباحث عددي جدي آناليز مودال در مسائل و کاربردهايي است که فرمولاسيون نهايي مساله بصورت معادلات خطي بيان مي شود.

مساله اي که با آن روبرو هستيم يک مجموعه معادلات خطي به شکل زير است:
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در اينجا 
[image: image53.wmf]n

 مجهول، 
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 ضريب و 
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 عدد ثابت وجود دارد. اين معادلات را مي توان به شکل ماتريسي زير بيان کرد:
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که در آن
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با توجه به تعداد سطرها و ستون ها و همچنين وضعيت ماتريس 
[image: image60.wmf][
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 سه امکان مختلف براي حل اين معادلات خطي به شرح زير وجود دارد:

1- اگر 
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 باشد وجود حل يکتا امکان پذير است

2- اگر 
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 باشد حل مساله بصورت بهينه سازي خواهد بود

3- اگر 
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 باشد وجود حل هاي غير يکتا امکان پذير است

کاربردهاي اصلي آناليز مودال مربوط به حالت اول است که در آن 
[image: image64.wmf]n
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 بوده و معادلات از يکديگر مستقل باشند.

بسياري از الگوريتم هاي حل مستقيم بر اساس روش حذف گاوسي مي باشند. ايده اصلي اين روش حذف مجهولات درگير در معادلات تا يک مجهول و بدست آوردن آن مجهول مي باشد. سپس با جايگذاري معکوس مجهولات بدست آمده در معادلات، مقادير ساير مجهولات نيز حاصل خواهند شد. مراحل انجام اين روش بطور خلاصه به شرح زير است:
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	(2-24)


ابتدا سطر اول ماتريس ضرايب در 
[image: image66.wmf])
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 ضرب شده و نتيجه آن با سطر i جمع مي شود و در نتيجه تمام عناصر ستون اول به استثناي 
[image: image67.wmf]11
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 صفر خواهند شد. در اين حالت:
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	(2-25)


عمليات فوق تا تبديل 
[image: image69.wmf][
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A

 به يک ماتريس بالا مثلثي تکرار مي شود:
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	(2-26)


اين پروسه در واقع مجموعه اي از عمليات سطري مقدماتي مي باشد. مرحله اول اين پروسه معادل با تبديلات زير است:
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	(2-27،28)


که در روابط فوق
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	(2-29)


بطور مشابه در مرحله دوم نيز عمليات زير انجام مي شود:
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	(2-31)


که در آن
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	(2-32)


بنابراين الگوريتم حذف گاوسي براي تبديل ماتريس ضرايب به شکل مثلثي معادل با عمليات ماتريسي زير است:
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	(2-33)


2-3- معکوس ماتريس

معکوس سازي ماتريس يک مساله عمومي در کاربردهاي مهندسي است. بعنوان مثال در تحليل استاتيکي به روش اجزاي محدود، براي بدست آوردن نتايج لازم است معکوس ماتريس سختي در دست باشد. معکوس سازي ماتريس در آناليز مودال نيز کاربرد دارد. ماتريس هاي مورد استفاده مي توانند حقيقي و نامنفرد، مربعي مختلط و يا منفرد باشند.

2-3-1-معکوس يک ماتريس حقيقي غير منفرد

اگر حاصلضرب دو ماتريس غير منفرد برابر ماتريس هماني باشد، اين دو ماتريس معکوس پذير بوده و معکوس يکديگرند. بعبارت ديگر اگر 
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 باشد آنگاه 
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 و 
[image: image79.wmf][

]

[

]

A

B

=

-

1

 

 خواهد بود.

معکوس ماتريس 
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A

 را مي توان به کمک رابطه زير بدست آورد:
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	(2-34)


در رابطه فوق 
[image: image82.wmf][
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a

 ماتريس الحاقي 
[image: image83.wmf][

]

A

 مي باشد. هر مؤلفه ماتريس 
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a

 کوفاکتور مؤلفه متناظر در ماتريس 
[image: image85.wmf][
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A

 مي باشد. به استثناي مواقعي که 
[image: image86.wmf][
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A

 ماتريسي خلوت باشد، روش فوق کارايي محاسباتي مطلوبي ندارد و تنها در مورد ماتريس هاي کوچک عملا مورد استفاده قرار مي گيرد.

مساله معکوس سازي ماتريس اساساً همان مساله حل دستگاه معادلات خطي مي باشد. اگر معکوس ماتريس 
[image: image87.wmf][
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A

 را با 
[image: image88.wmf][
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X

 نشان دهيم مي توان نوشت:
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	(2-35)


رابطه فوق بيانگر n معادله خطي زير است:
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	(2-36)


در رابطه فوق 
[image: image91.wmf]{
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 برداري با مولفه i اُم برابر يک و ساير مولفه هاي صفر است.

الگوريتم حذف گاوسي علاوه بر حل معادلات خطي مي تواند به منظور معکوس سازي ماتريس ها نيز بکار رود. در حالت کلي اين فرآيند شامل يک سري عمليات مقدماتي سطري روي ماتريس مي باشد. اما در اينجا تفاوتي نسبت به قبل وجود دارد. براي هر ستون پس از حذف عناصر پايين مؤلفه قطري 
[image: image92.wmf]ii

a

 ،عناصر بالاي اين مؤلفه نيز بايد حذف شوند. اين کار با پيش ضرب 
[image: image93.wmf][

]

A

 در ماتريس زير انجام مي شود:
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	(2-37)


بنابراين روش حذفي براي معکوس کردن ماتريس به معني انجام مجموعه اي از عمليات سطري مقدماتي است که ماتريس 
[image: image95.wmf][

]

A

 را به ماتريس هماني تبديل مي کنند:
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	(2-38)


با توجه به رابطه فوق معکوس ماتريس 
[image: image97.wmf][
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A

 به شکل زير حاصل خواهد شد:
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	(2-39)


اگر ماتريس حقيقي 
[image: image99.wmf][
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A

 نامنفرد و متقارن باشد، مي تواند بصورت حاصلضرب دو ماتريس مثلثي تجزيه شود:
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	(2-40)


در رابطه فوق 
[image: image101.wmf][
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U

 يک ماتريس بالا مثلثي مي باشد. مي توان نشان داد که
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	(2-41)


اين رابطه نشان ميدهد که با تجزيه ماتريس متقارن 
[image: image103.wmf][
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A

 به حاصلضرب 
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 و بدست آوردن معکوس ماتريس بالامثلثي 
[image: image105.wmf][
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U

 به کمک رابطه (2-34) معکوس ماتريس 
[image: image106.wmf][

]

A

 را بدست آورد.

2-3-2-معکوس يک ماتريس مربعي مختلط

معکوس ماتريس مربعي مختلط 
[image: image107.wmf][

]

C

 را مي توان با استفاده از معکوس ماتريس هاي حقيقي بدست آورد. با فرض
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	(2-43)


و با ضرب ان دو عبارت در هم مي توان نوشت:
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	(2-44)
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	(2-45)


با ترکيب اين دو دسته معادلات حل مربوط به قسمت حقيقي و موهومي ماتريس معکوس مختلط بصورت معکوس ماتريس حقيقي حاصل مي شود:
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	(2-46)


ماتريس هاي 
[image: image113.wmf][
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X

 و 
[image: image114.wmf][
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Y

 را مي توان مستقيماً با توجه به تعريف معکوس ماتريس نيز بدست آورد. اگر 
[image: image115.wmf][

]

A

 ماتريسي غير منفرد باشد مي توان نشان داد که:

	
[image: image116.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

(

)

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

(

)

î

í

ì

+

-

=

+

=

-

-

-

-

-

1

1

1

1

1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B

A

B

A

B

A

Y

B

A

B

A

X


	(2-47)


در صورتي که 
[image: image117.wmf][
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B

 ماتريسي غيرمنفرد باشد مي توان نشان داد:
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	(2-48)


در صورتي که هر دو ماتريس 
[image: image119.wmf][
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A

 و 
[image: image120.wmf][

]

B

 غير منفرد باشند، معادلات (2-47) و (2-48) به نتايج يکساني منجر خواهند شد.

2-3-3-شبه معکوس يک ماتريس

اگر ماتريسي غيرمربعي باشد و يا داراي رتبه کامل نباشد با استفاده از روش هاي معمول نمي توان معکوس آن را تعريف کرد. چنين ماتريس هايي داراي شبه معکوس مي باشند. ساده ترين حالت شبه معکوس زماني رخ مي دهد که بخواهيم يک دستگاه معادلات خطي با ماتريس ضرايب مستطيلي (m>n) را حل کنيم:
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	(2-49)


در صورتي که ستون هاي ماتريس 
[image: image122.wmf][
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A

 مستقل باشند جواب به سادگي حاصل خواهد شد. با پيش ضرب دو طرف معادله فوق در ترانهاده ماتريس 
[image: image123.wmf][
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A

 خواهيم داشت:
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	(2-50)


با توجه به اينکه ماتريس 
[image: image125.wmf][
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 معکوس پذير است حل معادلات بصورت زير خواهد شد:

	
[image: image126.wmf]{

}

[

]

[

]

(

)

[

]

{

}

b

A

A

A

x

T

T

 

 

 

 

 

1

-

=


	(2-51)


بنابراين شبه معکوس ماتريس 
[image: image127.wmf][

]

A

 که با علامت 
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]

+

 

A

 نمايش داده مي شود بصورت زير تعريف مي شود:
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	(2-52)


بطور مشابه شبه معکوس ماتريس 
[image: image130.wmf][

]

n

m

A

´

 

 با رتبه m و در حالتي که m<n باشد بصورت زير تعريف مي شود:

	
[image: image131.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

(

)

1

 

 

 

 

 

 

-

+

=

T

T

A

A

A

A


	(2-53)


2-4-تجزيه يک ماتريس

در تئوري آناليز مودال گاهي لازم است يک ماتريس تجزيه شود. روش هاي مختلفي به اين منظور مورد استفاده قرار مي گيرند.

2-4-1-تجزيه LU

تجزيه LU، يک ماتريس مربعي را بصورت حاصلضرب دو ماتريس بالامثلثي و پايين مثلثي تبديل مي کند. اين تبديل را مي توان به کمک روش حذفي گاوس و در حل معادلات خطي بدست آورد. مي توان ثابت کرد که معکوس ماتريس 
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 در معادله (2-29) به شکل ساده زير است:
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بنابراين با توجه به معادله (2-33) خواهيم داشت:
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از آنجا که نتيجه نهايي روش حذف گاوسي ماتريس بالامثلثي 
[image: image135.wmf][
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 و حاصلضرب ماتريس هاي 
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 ماتريسي پايين مثلثي مي باشد، تجزيه LU بصورت زير بيان مي شود:
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در اين رابطه
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مثال زير نحوه استفاده از روش حذف گاوسي براي حل معادلات خطي و بدست آوردن تجزيه LU ماتريس 
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 را نشان مي دهد:
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ماتريس هاي 
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 عبارتند از:
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حل دستگاه معادلات فوق با استفاده از جايگذاري معکوس عبارت است از:
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ماتريس هاي مربوط به تجزيه LU ماتريس 
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 عبارتند از:
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2-4-2-تجزيه QR
تجزيه QR ماتريس مربعي 
[image: image149.wmf][
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 و با رتبه کامل بصورت زير است:
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در رابطه فوق 
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 يک ماتريس متعامد و 
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 يک ماتريس بالامثلثي است، رتبه هردو ماتريس کامل مي باشد.

اگر ماتريس 
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 غير مربعي و داراي رتبه ناقص باشد همچنان يک تجزيه QR براي آن وجود خواهد داشت. ماتريس 
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 با ابعاد 
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 و با رتبه 
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 را در نظر بگيريد. تجزيه QR در اين حالت نيز وجود دارد با اين تفاوت که در اينجا 
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 يک ماتريس ستوني متعامد با ابعاد 
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 يک ماتريس بالا مثلثي به ابعاد 
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 و رتبه 
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 مي باشد.

2-4-3-تجزيه شور
بدون در نظر گرفتن فرضيات تقارن، کامل بودن رتبه و حقيقي بودن همواره مي توان ماتريس مربعي 
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 را به روش شور تجزيه کرد. از نظر رياضي مي توان نشان داد که ماتريس 
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 با يک ماتريس بالا مثلثي 
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 که عناصر قطري آن مقادير ويژه 
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 مي باشند، متشابه است. بنابراين مي توان نوشت:
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در اينجا 
[image: image167.wmf][
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 يک ماتريس مربعي يکاني مي باشد. ماتريس 
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 به فرم شور ماتريس 
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 موسوم بوده و تجزيه شور به شکل زير نوشته مي شود:
	
[image: image170.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

H

P

T

P

A

 

 

=


	(2-61)


بيشتر ماتريس هايي که در آناليز مودال استفاده مي شوند، حقيقي متقارن و يا هرميتي مي باشند که به ماتريس هاي نرمال موسومند. رابطه زير در مورد ماتريس هاي نرمال برقرار است:
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تجزيه شور يک ماتريس نرمال به يک ماتريس قطري 
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 منجر خواهد شد. از آنجا که تمام مقادير ويژه يک ماتريس نرمال حقيقي مي باشند 
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]

T

 نيز يک ماتريس حقيقي خواهد بود.

2-4-4-تجزيه طيفي
تجزيه طيفي يک ماتريس بر اساس حل مساله مقدار ويژه آن ماتريس مي باشد. کار را با در نظر گرفتن ماتريس حقيقي متقارن 
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 با مقادير ويژه متمايز 
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 شروع مي کنيم. بردارهاي ويژه 
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 همگي حقيقي هستند. اين بردارها را مي توان بصورتي نرماليزه کرد که به يکديگر عمود باشند. با تشکيل ماتريس متعامد 
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 که ستون هاي آن بردارهاي ويژه 
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 مي باشند، مي توان نوشت:
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اگر 
[image: image180.wmf][
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 يک ماتريس هرميتي 
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 باشد، مقادير ويژه آن باز هم حقيقي خواهند بود. بردارهاي ويژه 
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 را تشکيل مي دهند. در اين حالت تجزيه طيفي اين ماتريس بصورت زير خواهد بود:
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حال ماتريس مختلط کلي 
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 با مقادير ويژه متمايز 
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 را در نظر مي گيريم. بردارهاي ويژه مستقل مربوط به ماتريس هاي 
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 مي ناميم. در اين حالت تجزيه طيفي ماتريس 
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 بصورت زير بيان مي شود:
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2-4-5-تجزيه زير ماتريسي

تجزيه زير ماتريسي در آناليز مودال به منظور بررسي پيوستگي سيستم هاي ديناميکي بکار مي رود. اين مفهوم را مي توان به کمک يک مدل سه درجه آزادي مطابق شکل (2-1) بيان کرد.
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شکل (2-1): يک سيستم سه درجه آزادي

ماتريس سختي اين سيستم را مي توان با توجه به ماتريس سختي هريک از فنرها به شکل زير تجزيه کرد:
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که سه زيرماتريس مربوط به فنرها عبارتند از:
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[image: image196.wmf][

]

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

1

1

0

1

1

0

0

0

0

 

2

2

 

k

K


	(2-68)

	
[image: image197.wmf][
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مزيت عددي چنين تجزيه اي کاملاً واضح است. از آنجا که شرط پيوستگي در ماتريس سختي لحاظ شده است، 
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 فقط توسط سه مقدار سختي 
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 تعيين مي شود، در حالي که بدون وجود اطلاعات مربوط به پيوستگي براي تعيين اين ماتريس بايد شش مؤلفه از آن مشخص مي شد.

2-4-6-تجزيه SVD
SVD کاربردهاي فراواني در آناليز مودال دارد. براي ماتريس حقيقي 
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 و همچنين ماتريس قطري 
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 (که مي تواند با اضافه کردن سطر و ستون هاي صفر مربعي شود) وجود دارند. در آنصورت ماتريس 
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 بصورت زير تجزيه مي شود:
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بعنوان مثال
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ماتريس هاي 
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 و 
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 از بردارهاي منفرد چپ و راست ماتريس 
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 تشکيل شده اند. عناصر قطري ماتريس 
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 مقادير منفرد 
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 مي باشند. SVD را مي توان به کمک نرم افزارهاي رياضي بدست آورد، اما از نظر تحليلي دانستن ساختار ماتريس هاي تشکيل دهنده SVD مفيد به نظر مي رسد. بردارهاي ويژه ماتريس 
[image: image212.wmf][

]

[

]

T

A

A

 

 

 ستون هاي ماتريس 
[image: image213.wmf][

]

U

 و مقادير ويژه آن (که با مقادير ويژه 
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 و مقادير ويژه آن ماتريس 
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 را تشکيل مي دهند. با توجه به اين موضوع، SVD ارتباط نزديکي با حل مساله مقدار ويژه دارد.

اگر ماتريس 
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 مختلط باشد رابطه (2-70-الف) بصورت زير تبديل خواهد شد:
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در اينجا هر دو ماتريس 
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 و 
[image: image222.wmf][

]

V

 يکاني مي باشند. مقادير منفرد در ماتريس قطري 
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 در اين حالت همچنان حقيقي مي باشند. بردارهاي ويژه 
[image: image224.wmf][
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 ماتريس 
[image: image225.wmf][
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 و مقادير ويژه آن ماتريس 


[image: image226.wmf][
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 را تشکيل مي دهند. براي ماتريس 
[image: image227.wmf][

]

V

 نيز روابطي مشابه حالت قبل برقرار است.

بنابراين با وجود مختلط بودن ماتريس هاي 
[image: image228.wmf][
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 و 
[image: image229.wmf][

]

V

 مقادير منفرد يک ماتريس مختلط اعدادي حقيقي خواهند بود.

SVD اطلاعات مفيدي در مورد ماتريس 
[image: image230.wmf][

]

A

 ارائه مي دهد. بعنوان مثال تعداد مقادير منفرد غير صفر (که برابر با رتبه ماتريس 
[image: image231.wmf][
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 مي باشد) با رتبه 
[image: image232.wmf][

]

A

 برابر است. اگر اين رتبه برابر k باشد، k ستون اول ماتريس 
[image: image233.wmf][

]

U

 يک پايه متعامد براي فضاي ستوني ماتريس 
[image: image234.wmf][

]

A

 خواهد بود.

در محاسبات عددي ممکن است مقادير منفرد صفر به دليل خطاهاي محاسباتي يا اندازه گيري،  نويز و يا سخت بودن ماتريس 
[image: image235.wmf][

]

A

 بصورت مقادير عددي کوچکي نمايش داده شوند.

2-4-7-تجزيه مقدار ويژه

فرض کنيد مقادير ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس مربعي 
[image: image236.wmf][
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 بصورت 
[image: image237.wmf]r
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 و 
[image: image238.wmf]{
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 باشند. همچنين فرض کنيد بردارهاي ويژه همگي مستقل باشند. ماتريس هاي مقادير ويژه و بردارهاي ويژه بصورت زير تعريف مي شوند:
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تجزيه مقدار ويژه ماتريس 
[image: image241.wmf][
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 ، بيان مي دارد که:
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اين تجزيه به نحوه نرماليزه کردن بردارهاي ويژه بستگي ندارد. همچنين رابطه (2-73) نشان مي دهد که ماتريس مربعي 
[image: image243.wmf][
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A

 با يک ماتريس قطري متشابه است. بنابراين 
[image: image244.wmf][
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A

 مي تواند به شکل زير به يک ماتريس قطري تبديل شود:
	
[image: image245.wmf][
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2-4-8-تجزيه چولسکي

اين تجزيه مي تواند بر روي ماتريس هاي متقارن و مثبت-معين اعمال شود. ماتريس هاي جرم و سختي سيستم هاي ديناميکي اغلب اين شرايط را دارند. اگر ماتريس 
[image: image246.wmf][
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 داراي اين شرايط باشد، در آنصورت از تجزيه LU آن خواهيم داشت:
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از آنجا که 
[image: image249.wmf][

]

[

]

T

L

U

-

 و 
[image: image250.wmf][
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 ماتريس هايي بالا مثلثي و پايين مثلثي مي باشند، رابطه (2-76) نشان مي دهد که هردوي آنها بايد قطري باشند. اگر اين ماتريس قطري را با 
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 نشان دهيم مي توان نوشت:
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2-5-مساله مقدار ويژه يک ماتريس

در اغلب مسايل مهندسي با مساله مقدار ويژه برخورد مي کنيم.  اما در آناليز مودال اين مساله اهميت بيشتري دارد. حل مساله مقدار ويژه در بر دارنده اطلاعات فيزيکي مهمي در مورد سيستم ديناميکي مي باشد. ابتدا حالت استاندارد (و ساده ترين حالت) اين مساله را در نظر مي گيريم. ماتريس حقيقي
[image: image253.wmf][
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 با رتبه کامل داراي مقادير ويژه 
[image: image254.wmf]r
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 و بردارهاي ويژه 
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 متناظر با مقادير ويژه مي باشد اگر:
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]

[

]

(

)

{

}

{

}

0

=

-

r

r

I

A

f

l


	(2-78)


و يا
	
[image: image257.wmf][

]

{

}

{

}

r

r

r

A

f

l

f

=


	(2-79)


واضح است که مضارب بردار 
[image: image258.wmf]{

}
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f

 نيز در اين رابطه صدق مي کنند و مي توان آنها را در رابطه فوق جايگزين 
[image: image259.wmf]{
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f

 نمود.

با توجه به قضاياي جبر خطي مي دانيم که معادله (2-78) در صورتي داراي جواب خواهد بود که:
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پس از بسط اين دترمينان يک چند جمله اي مرتبه n بر حسب 
[image: image261.wmf]r

l

 بدست مي آيد. ريشه هاي اين چند جمله اي مقادير ويژه ماتريس 
[image: image262.wmf][
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A

 مي باشند. بنابراين با توجه به رابطه (2-80) ماتريس 
[image: image263.wmf][

]

A

 همواره داراي n مقدار ويژه (که لزوماً متمايز و غير صفر نيستند) مي باشد. به ازاي هر مقدار ويژه با توجه به رابطه (2-78) يک بردار ويژه بدست مي آيد. بنابراين 
[image: image264.wmf][
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A

 داراي n بردار ويژه خواهد بود.
اگر 
[image: image265.wmf][

]

A

 ماتريس مربوط به سيستم سازه اي بدون ميرايي چند درجه آزادي باشد، در آنصورت مربع مقادير ويژه 
[image: image266.wmf][
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 برابر فرکانس هاي طبيعي سيستم و بردارهاي ويژه آن شکل مودهاي سازه اي مي باشند. مقادير ويژه صفر نشان دهنده مودهاي صلب است، که سازه در اين مودها داراي قيود فيزيکي نمي باشد. مقادير ويژه تکراري که اغلب بدليل تقارن در سازه رخ مي دهد، بيانگر وجود شکل مودهاي يکسان در سازه مي باشند.

اگر به دو طرف رابطه (2-79) عبارت 
[image: image267.wmf]{
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 (
[image: image268.wmf]t

 يک عدد ثابت حقيقي است) را اضافه کنيم خواهيم داشت:
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اين رابطه نشان مي دهد با اضافه کردن 
[image: image270.wmf][
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t

 به ماتريس 
[image: image271.wmf][
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A

 مقادير ويژه آن به اندازه 
[image: image272.wmf]t

 جابجا مي شوند و بردارهاي ويژه بدون تغيير باقي خواهند ماند. اين فرآيند جابجايي در برخي الگوريتم هاي حل مساله مقدار ويژه اهميت زيادي دارد.

در حل مساله مقدار ويژه به ندرت از حل کردن مستقيم چند جمله اي (2-80) استفاده مي شود، زيرا حل آن از نظر محاسباتي بسيار مشکل بوده و به جواب هاي دقيقي منجر نخواهد شد. بکارگيري روش حذف گاوسي باعث تبديل 
[image: image273.wmf][

]

A

 به يک ماتريس مثلثي مي شود اما از آنجا که عمليات مقدماتي خطي معادل تبديل تشابه ماتريسي نمي باشند، مقادير ويژه تغيير خواهند کرد. روش هاي LR و QR تشابه ماتريسي را حفظ کرده و شايد بهترين روش هاي حل مساله مقدار ويژه باشند.

در الگوريتم LR ابتدا ماتريس 
[image: image274.wmf][

]

A

 به دو ماتريس پايين مثلثي و بالا مثلثي 
[image: image275.wmf][

]
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 و 
[image: image276.wmf][

]

R

 (مانند تبديل LU) تجزيه مي شوند. سپس يک ماتريس جديد با جابجا کردن اين دو ماتريس بصورت 
[image: image277.wmf][
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 تشکيل مي شود. عمليات تجزيه اوليه مجدداً بر روي اين ماتريس انجام مي شود. با تکرار اين عمليات نتيجه به يک ماتريس بالا مثلثي که عناصر قطري آن مقادير ويژه ماتريس اوليه مي باشند، همگرا خواهد شد. در اين روش ماتريس بدست آمده در هر مرحله با ماتريس اوليه متشابه است. بنابراين عمليات ضرب متوالي مقادير ويژه را تغيير نخواهد داد. اين الگوريتم را مي توان بصورت زير نوشت:
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بعد از تعداد مناسبي تکرار، 
[image: image279.wmf][
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 به ماتريس هماني و 
[image: image280.wmf][
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 به يک ماتريس بالامثلثي همگرا مي شوند و عناصر قطري 
[image: image281.wmf][
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R

 

 همان مقادير ويژه ماتريس 
[image: image282.wmf][

]

A

 نزديک خواهد بود. دليل اين امر آن است که در الگوريتم LR ماتريس هاي 
[image: image283.wmf][
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 و 
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 با يکديگر متشابهند. بعنوان مثال
	
[image: image285.wmf][
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اجراي روش LR عملاً بسيار ساده است. در صورتي که مقادير ويژه نزديک به هم باشند، تجزيه مثلثي ماتريس 
[image: image286.wmf][

]

A

 از نظر محاسباتي مشکل خواهد بود. دراين حالت با جايگزيني ماتريس پايين مثلثي 
[image: image287.wmf][
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 با ماتريس متعامد 
[image: image288.wmf][

]

Q

 الگوريتم اصلاح مي شود. در جبر خطي ثابت مي شود که هر ماتريس غير منفرد را مي توان به دو ماتريس بالا مثلثي و متعامد تجزيه کرد. مشابه الگوريتم LR در اين حالت الگوريتم QR به يک ماتريس بالا مثلثي 
[image: image289.wmf][
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R

 که مقادير ويژه يکسان با ماتريس 
[image: image290.wmf][

]

A

 دارد منجر خواهد شد.

يافتن بردارهاي ويژه معمولاً ساده تر از مقادير ويژه مي باشد. اين کار با جايگزيني مقادير ويژه بدست آمده در رابطه (2-78) به راحتي انجام مي شود.

براي يک سازه ناميراي چند درجه آزادي با ماتريس جرم 
[image: image291.wmf][
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 و ماتريس سختي 
[image: image292.wmf][
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K

 مساله مقدار ويژه که به کمک معادلات سيستم حاصل مي شود بصورت زير خواهد بود:
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اين رابطه به مساله مقدار ويژه تعميم يافته موسوم است. از آنجا که ماتريس جرم مثبت-معين است مي تواند توسط روش مربع ريشه بصورت 
[image: image294.wmf][
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 تجزيه شود. در اينصورت معادله (2-84) به شکل زير خواهد شد:
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اکنون مساله مقدار ويژه تعميم يافته براي ماتريس هاي جرم و سختي به شکل استاندارد اين مساله براي ماتريس 
[image: image296.wmf][
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 تبديل شده است.

حالت پيچيده تر مساله مقدار ويژه به مساله مقدار ويژه با مراتب بالاتر موسوم است. در اين حالت مقادير ويژه 
[image: image297.wmf]D

 و بردارهاي ويژه 
[image: image298.wmf]{
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 طبق رابطه زير توسط يک سري ماتريسي با يکديگر ارتباط دارند:
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در رابطه فوق p عددي صحيح است. حل اين مساله به کمک مفهوم تبديل فضاي حالت انجام مي شود. فرض کنيد:
	
[image: image300.wmf]{
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در اين رابطه 
[image: image301.wmf]{
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Q

 يک بردار ثابت و 
[image: image302.wmf]D

 مقدار ويژه مي باشد. مشتق مرتبه r بردار 
[image: image303.wmf]{
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 به شکل زير خواهد بود:
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حال اگر يک بردار فضاي حالت به شکل زير تعريف کنيم:
	
[image: image305.wmf]{
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رابطه (2-86) بصورت زير در خواهد آمد:
	
[image: image306.wmf][
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با استفاده از مفهوم فضاي حالت با اضافه کردن تعدادي معادله به رابطه فوق مساله به شکل زير تبديل خواهد شد:
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رابطه فوق حالت استاندارد مساله مقدار ويژه مي باشد. مقادير ويژه 
[image: image308.wmf]D

 که از حل اين رابطه حاصل مي شوند مربوط به سري 
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 مي باشند. بردارهاي ويژه 
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 را مي توان با حل معادله بر حسب بردار 
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 بدست آورد.

2-6-مشتق ماتريس

فرض کنيد ماتريس 
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 باشد که همگي توابعي زماني از t باشند. در اين صورت مشتق ماتريس 
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 بر حسب زمان بصورت زير تعريف خواهد شد:
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با توجه به تعريف فوق، روابط مقدماتي زير برقرار خواهند بود:
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در حالت خاص
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بنابراين مشتق معکوس يک ماتريس را مي توان توسط رابطه زير بيان کرد:
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مشتق حاصلضرب ماتريس ها که توسط رابطه (2-94) بيان شد را مي توان براي بيش از دو ماتريس بصورت زير تعميم داد:
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مشتق تواني از يک ماتريس حالت خاصي براي رابطه بالاست. بعنوان مثال به رابطه زير توجه نماييد:
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گاهي لازم است از ماتريس بر حسب متغيري غير از زمان مشتق گيري نمود. بعنوان مثال مشتق گيري مي تواند نسبت به يکي از مؤلفه هاي ماتريس باشد که اين مؤلفه خود مي تواند تابعي از زمان باشد. تعدادي از اين حالات که در ارتعاشات و آناليز مودال کاربرد بيشتري دارند، در بخش بعد بررسي مي شوند.

2-6-1-مشتق يک فرم دوگاني

مشتق فرم هاي دوگاني در آناليز مودال نيز به کار گرفته مي شود. در جبر خطي يک فرم دوگاني بصورت زير تعريف مي شود:
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در رابطه فوق 
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}

y

 و 
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 مي باشد. با فرض اينکه مؤلفه هاي بردارهاي 
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 توابعي از زمان باشند مي توان نوشت:
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با توجه به رابطه فوق روشن است که:
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به همين صورت:
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اگر فرم دوگاني در رابطه (2-99) فرم دوگاني مربعي باشد يعني 
[image: image334.wmf]{
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 ، و همچنين اگر 
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 ماتريسي متقارن باشد، در آنصورت روابط (2-101) و (2-102) به صورت ساده تر زير در خواهد آمد:
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مشتق اين فرم مربعي نسبت به زمان به شکل زير است:
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2-6-2-مشتق رد ماتريس

براي ماتريس هاي 
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براي ماتريس هاي 
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براي مشتق گيري از رد ماتريس 
[image: image344.wmf][
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 بر حسب متغير z مي توان نوشت:
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2-7-آشفتگي

آشفتگي متغير 
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 نمايش داده مي شود. در اينجا 
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 يک مقدار ثابت و بسيار کوچکتر از واحد است که به ضريب آشفتگي موسوم است. در تئوري آشفتگي رفتار سيستم در اثر اعمال يک آشفتگي کوچک و بدون حل مجدد مساله با متغير جديد 
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 بررسي مي شود. بعبارت ديگر در اين تئوري تغييرات پاسخ در اثر آشفتگي يک يا چند متغير تحليل مي شود. بعنوان مثال اگر سيستمي با دستگاه معادلات خطي 
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 بيان شود، اين تئوري حل اين معادلات را هنگامي که 
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 تبديل شوند، مورد بررسي قرار مي دهد. حل دقيق سيستم جديد توسط دستگاه زير بيان مي شود:
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در تئوري آشفتگي فرض مي شود حل جديد را مي توان بصورت يک سري همگرا با ضريب 
[image: image356.wmf]e

 مطابق رابطه زير نوشت:
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با جايگذاري معادله (2-109) در رابطه (2-108) حل زير حاصل خواهد شد:
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از آنجا که حل معادله براي 
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 قبلاً انجام شده است، با داشتن 
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 بکارگيري رابطه (2-110) از حل معادله (2-108) براي يافتن 
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 بسيار ساده تر و اقتصادي تر است.

همين کار را مي توان براي مساله مقدار ويژه انجام داد. مساله مقدار ويژه ماتريس 
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 بصورت زير تعريف مي شود:
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در اينجا 
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 بردار ويژه راست و 
[image: image366.wmf]{

}

Y

 بردار ويژه چپ مي باشد. با توجه به تئوري آشفتگي ماتريس مي توان نوشت:
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حل مساله مقدار ويژه توسط روابط زير بيان مي شود:
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با جايگذاري اين دو رابطه در معادله (2-112) حل زير بدست خواهد آمد:
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بنابراين، اگر ماتريس 
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 به مقدار 
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 آشفته شود، مي توان انتظار داشت آشفتگي مقادير و بردارهاي ويژه مطابق آنچه روابط (2-115) و (2-116) ارائه مي دهند، باشد.

2-8-روش کمترين مربعات

روش کمترين مربعات با بسياري از مباحث عددي و تحليلي در آناليز مودال درگير است. فرض کنيد متغير y يک رابطه خطي با n متغير مستقل 
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که در اين رابطه 
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 برداري وابسته به زمان مي باشد. براي m مشاهده مختلف، معادله (2-117) را مي توان n بار بکار برد تا معادله ماتريسي زير تشکيل شود:
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(2-118) که در اين رابطه 
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اگر تعداد نمونه هاي m بيشتر از تعداد متغيرهاي موجود در بردار 
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 باشد، در آنصورت لازم است مجموعه ثابت هاي 
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 به گونه اي تعيين شوند که مجموع مربعات خطاهاي بين مقادير پيش بيني شده و مشاهده شده حداقل گردد. اين بردار خطا را مي توان بصورت زير تعريف کرد:
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خطاهاي اندازه گيري و همچنين مدلسازي در اين رابطه لحاظ مي شوند. تابع نهايي خطا بصورت زير است:
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براي مي نيمم کردن E مشتق آن را بر حسب بردار 
[image: image386.wmf]{
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 برابر صفر قرار مي دهيم:
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اين مساله به تعيين بردار زير منتهي خواهد شد:
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رابطه فوق همان تقريب کمترين مربعات براي بردار 
[image: image389.wmf]{
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 مي باشد. اين رابطه قابل تعميم مي باشد. در حالتي که مي دانيم خطاهاي اندازه گيري در نقاط مختلف سازه از مرتبه هاي مختلف مي باشند، مي توان در آناليز کمترين مربعات به منظور بهينه سازي خروجي، به هريک از خطاها توابع وزني الحاق نمود. اين روش به متد کمترين مربعات وزني موسوم است. فرض کنيد ماتريس وزني مشخص و برابر 
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 باشد. در اين صورت خطاي کل عبارت است از:
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با مشتق گيري از E بر حسب 
[image: image392.wmf]{
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a

 و مساوي قرار دادن آن با صفر پاسخ روش کمترين مربعات وزني بصورت زير حاصل خواهد شد:
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2-9-بسط کسرهاي پاره اي

هنگامي که نسبت دو چندجمله اي f(s) و g(s) که در آنها s عملگر لاپلاس (بخش بعد را ببينيد) بوده و مرتبه g(s) بزرگتر از f(s) باشد، بصورت دو يا چند نسبت ساده تر نمايش داده شود مي گوييم اين نسبت به کسرهاي پاره اي تبديل شده است. براي بررسي مفهوم اين بسط فرض کنيد با چندجمله اي هايي با ضرايب حقيقي سروکار داريم. بعنوان مثال:
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بسط کسرهاي پاره اي عبارت فوق به شکل زير است:
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در رابطه فوق 
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 مقادير ثابتي هستند که بايد تعيين شوند.

دو روش براي يافتن اين ثابت ها وجود دارد. روش اول بر اساس اين واقعيت است که معادلات 
(2-125)و (2-126) يکسانند. بنابراين با دادن مقادير مناسبي به s و يا مساوي قرار دادن ضرايب جملات مشابه، مقادير ثابت بدست مي آيند.

در روش دوم مانده هر يک از فاکتورها محاسبه مي شوند و در بسياري از حالات اين روش نسبت به روش اول ساده تر است. همچنين مي توان ترکيبي از اين دو روش را بکار گرفت.

اينجا به کمک يک مثال بسط کسرهاي پاره اي را به هر دو روش نشان مي دهيم. براي روش اول داريم:
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تساوي زير از رابطه فوق نتيجه مي شود:
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با در نظر گرفتن جملات مشابه، تمام ضرايب از رابطه فوق حاصل مي شوند.

براي روش دوم مثال زير را در نظر مي گيريم:
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بسط کسرهاي پاره اي عبارت فوق بصورت زير مي باشد:
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مقادير ثابت 
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 در رابطه فوق به مانده ها موسومند. اين مانده ها را مي توان به کمک عمليات زير به راحتي بدست آورد:
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اگر اعداد بکار رفته مختلط باشند، چندجمله اي هايي مانند 
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 را مي توان به فرم 
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 نوشت. در اين صورت چندجمله اي 
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 به حاصلضرب چندجمله اي هاي درجه اول تبديل خواهد شد.

2-10-تبديل لاپلاس و تابع تبديل

در آناليز مودال ما با معادلات ديفرانسيل با معناي فيزيکي سروکار داريم. يک روش استاندارد براي يافتن پاسخ چنين معادلات ديفرانسيل خطي وجود دارد. اين تکنيک به تبديل لاپلاس موسوم است. براي تابع زماني 
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 اين تبديل بصورت زير تعريف مي شود:
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در حوزه ارتعاشات و آناليز مودال اين حد همواره وجود دارد. تبديل لاپلاس تابعي از متغير s است که متغير لاپلاس نام دارد. در حقيقت اين انتگرال تبديلي را از حوزه زماني سيگنال 
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 به حوزه s تشکيل مي دهد. بعنوان مثال:
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در عمل معمولاً از جداول تبديل لاپلاس استفاده مي شود و مهارت بالا در محاسبه اين تبديل مورد نياز نمي باشد. اين در حالي است که برخي خواص تبديل لاپلاس در آناليز مودال مفيد واقع مي شوند. اگر 
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 خواص زير در مورد تبديل لاپلاس برقرار است:

(1)  خطي بودن
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(2) انتقال
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(3) مقياس
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(4) مشتق
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(5) انتگرال
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بعنوان مثال اگر 
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تبديل معکوس لاپلاس بصورت 
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 تعريف شده و داراي خواص زير است:

(1) جابجايي
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(2) مقياس
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(3) مشتق
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(4) انتگرال
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بعنوان مثال مي توان نوشت 
[image: image423.wmf](
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يکي از مهمترين کاربردهاي تبديل لاپلاس در آناليز مودال، تبديل معادلات ديفرانسيل به معادلات جبري مي باشد. معادله حرکت سيستم يک درجه آزادي شکل (2-2) بصورت زير نوشته مي شود:
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[image: image425.png]



شکل (2-2): يک سيستم يک درجه آزادي

با فرض آنکه تمام شرايط اوليه صفر باشند و با اعمال تبديل لاپلاس، معادله جبري زير حاصل خواهد شد:
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پاسخ سيستم را مي توان بصورت زير نوشت:
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تابع تبديل سيستم، که رابطه بين نيروي ورودي و پاسخ خروجي را تعيين مي کند، به شکل زير نوشته مي شود:
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در صورتي که تنها بخش موهومي اپراتور s در نظر گرفته شود، تابع تبديل فوق به تابع پاسخ فرکانسي تبديل خواهد شد:
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اين همان نتيجه اي است که از حل معادله ديفرانسيل حرکت سيستم حاصل مي شود. تبديل لاپلاس را مي توان براي سيستم هاي چند درجه آزادي نيز بکار برد.

2-11- سري فوريه و تبديل فوريه

سري هاي فوريه شکل بسيار مناسبي را از توابع دوره اي ارائه مي نمايند. براي تابع دوره اي زماني 
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از نظر رياضي مي توان نشان داد که تابع 
[image: image432.wmf](
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 از تعدادي توابع سينوسي که بسامد آنها مضربي از يک بسامد پايه مي باشد، تشکيل شده است. اين بسامد پايه توسط دوره تناوب تابع بصورت 
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 تعيين مي شود. ميزان مشارکت يک تابع سينوسي با بسامد 
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 مي باشد. دامنه k امين تابع سينوسي توسط رابطه زير حاصل مي شود:
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عبارت فوق معمولاً بصورت کميتي مختلط با دامنه و فاز معيني مي باشد. عبارت 
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 يک بردار واحد دوراني با بسامد 
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 مي باشد. اين انتگرال نشان مي دهد که جزئي از سيگنال 
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 مي باشد، در بسامد مربوط به دوران بردار واحد ثابت شده و در نتيجه پس از انتگرال گيري مقداري غير صفر خواهد داشت. حاصل انتگرال گيري ساير بخش ها در بازه دوره تناوب، صفر خواهد شد. يک تابع دوره اي از مجموع تمام بخش ها با فرکانس هاي مختلف تشکيل شده است:
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هر جزء فرکانسي 
[image: image443.wmf](
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 يک مقدار مختلط مي باشد. با اين حال 
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 داراي مقداري حقيقي خواهد بود. علت آن است که 
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 يک زوج مزدوج مختلط مي باشند. حاصلضرب اين دو مقدار برابر تواني است که سيگنال در فرکانس 
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 دارا مي باشد:
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مجموع توان ها در بسامدهاي مختلف، توان کلي سيگنال را تشکيل مي دهد. هر جزء تواني تنها شامل اطلاعات مربوط به دامنه سيگنال مي باشد و اطلاعات مربوط به فاز در اين رابطه حذف شده است.

هنگامي که دوره سيگنال به سمت بي نهايت ميل کند، 
[image: image449.wmf](
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 به سيگنالي غير دوره اي تبديل خواهد شد. در آنصورت سري هاي فوريه که توسط رابطه (2-135) بيان شده اند، بصورت تبديل فوريه در مي آيند:
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اگر بخش هاي حقيقي و موهومي 
[image: image451.wmf](
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 را از هم جدا کنيم خواهيم داشت:
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تبديل معکوس فوريه مجدداً 
[image: image453.wmf](
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 را به حوزه زماني بازمي گرداند:
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2-12-روش جداسازي متغيرها در معادلات ديفرانسيل پاره اي

روش جداسازي متغيرها روشي بسيار مفيد در حل معادلات ارتعاشي سازه هاي پيوسته مانند تيرها، صفحه ها و تارها مي باشد. اين روش را به راحتي مي توان با مثالي از يک تير ارتعاشي بيان کرد. نمودار آزاد مقطع کوچکي از يک تير تحت بارگذاري 
[image: image455.wmf](
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 در شکل (2-3) نمايش داده شده است. اين المان تحت تاثير نيروي برشي Q و ممان خمشي M مي باشد.
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شکل (2-3): يک المان کوچک تير و نمودار آزاد آن

با استفاده از قانون دوم نيوتن معادله حرکت در راستاي y بصورت زير نوشته مي شود:
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يا
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در اينجا 
[image: image459.wmf]r

 چگالي ماده و 
[image: image460.wmf](
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 سطح مقطع تير است.

بطور مشابه معادله حرکتي ممان حول محور y و گذرنده از نقطه 
[image: image461.wmf]P
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 بصورت زير بدست مي آيد:
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با ترکيب معادلات فوق خواهيم داشت:
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از تئوري مقدماتي خمش تيرها مي دانيم که رابطه بين ممان خمشي و جابجايي بصورت زير بيان مي شود:
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در اينجا E مدول يانگ و 
[image: image465.wmf](
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 ممان دوم سطح مقطع تير حول محور y مي باشد. با توجه به اين رابطه خواهيم داشت:
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براي يک تير يکنواخت و در غياب نيروهاي خارجي، معادله به شکل زير ساده خواهد شد:
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حل مساله ارتعاش آزاد تير از معادله (2-148) و به کمک روش جداسازي متغيرها بدست مي آيد. مبناي اين روش آن است که حل معادله ديفرانسيل که تابعي از دو متغير 
[image: image468.wmf]x

 و 
[image: image469.wmf]t

 مي باشد را مي توان بصورت حاصلضرب دو تابع زماني و مکاني نوشت:
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با جايگذاري اين رابطه در معادله (2-148) خواهيم داشت:
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اين معادلات مي توانند بصورت زير نوشته شوند:
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بنابراين معادله پاره اي (2-148) اکنون به دو معادله ديفرانسيل معمولي با متغيرهاي زمان و مکان تبديل شده است. از حل معادله (2-152) شکل مودهاي سازه و از حل معادله (2-153) شکل مودها در حوزه زمان حاصل خواهد شد.

2-13- قطب ها و صفرهاي يک تابع چندجمله اي

صفرها و قطب هاي يک تابع چندجمله اي تعيين کننده رفتار آن است. در يک سيستم ديناميکي، اين تابع اغلب بصورت تابع پاسخ فرکانسي (با متغير بسامد
[image: image475.wmf]w

) و يا بصورت تابع تبديل (با متغير اپراتور لاپلاس s) مي باشد. قطب هاي يک تابع فرکانسي ريشه هاي مخرج مي باشند که بسامدهاي طبيعي سيستم را تشکيل مي دهند. صفرها ريشه هاي صورت مي باشند که نمايانگر وجود نقاط گره اي در سيستم است. اگر تابع پاسخ فرکانسي را بصورت نسبت دو چندجمله اي به شکل زير بنويسيم:
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آنگاه ريشه هاي 
[image: image477.wmf](
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 صفرها و ريشه هاي 
[image: image478.wmf](
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 قطب هاي سيستم را تشکيل مي دهند. مي توان نشان داد که قطب هاي مربوط به تمام FRF هاي يک سيستم يکسانند اما صفرهاي مربوط به FRF هاي مختلف متفاوت مي باشند.

اگر 
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 بصورت زير نمايش داده شود:
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آنگاه نه ريشه هاي 
[image: image481.wmf](
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 و نه ريشه هاي 
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 صفرهاي 
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 نمي باشند. تنها 
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 صفرهاي سيستم را بدست مي دهند.

2-14-مفهوم فضاي حالت

مدل فضاي حالت نمايشي متفاوت از ارتباط ورودي-خروجي يک سيستم در مقايسه با تابع تبديل و تابع پاسخ فرکانسي مي باشد. اين مدل در دهه 1960 و به دنبال گسترش روزافزون نيازمنديهاي مربوط به مطالعات سيستم هاي ديناميکي پيچيده توسط کامپيوتر، گسترش داده شد. اين مدل بر مبناي مفهوم حالت که قبلاً در مباحث ديناميک کلاسيک مطرح بوده است استوار مي باشد.

حالت يک سيستم ديناميکي شامل کوچکترين مجموعه متغيرها (متغيرهاي حالت) مي باشد که به همراه ورودي هاي سيستم، بطور کامل رفتار ديناميکي سيستم را تعيين مي نمايد. از نظر تحليلي مي توان گفت که حالت سيستم در زمان 
[image: image485.wmf]t

را مي توان بصورت يکتا به کمک حالت آن در زمان 
[image: image486.wmf]0
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 و ورودي هاي سيستم براي 
[image: image487.wmf]0
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 تعيين کرد. مقدار اخير مستقل از حالت و ورودي هاي سيستم قبل از لحظه 
[image: image488.wmf]0

t

 مي باشد. اگر زمان مرجع 
[image: image489.wmf]0

t

 را صفر در نظر بگيريم، به معناي آن خواهد بود که يک سيستم ديناميکي متغير با زمان علّي است.

استفاده از مدل فضاي حالت در مطالعه سيستم هاي ديناميکي از برخي جهات داراي مزيت است. اين مدل قادر است خصوصيات داخلي سيستم را بيان کند (اين موضوع در ادامه روشن خواهد شد). اين مدل معادلات ساده سازي شده را به فرمي که براي محاسبات مناسب است، فرموله مي کند. بعلاوه، بکارگيري اين مدل بهينه سازي سيستم هاي ديناميکي را نيز ساده تر مي نمايد.

براي شرح دادن نحوه ايجاد مدل فضاي حالت، در نظر گرفتن مثالي از يک سيستم يک درجه آزادي مناسب مي باشد. معادلات حاکم بر يک سيستم يک درجه آزادي عبارتند از:

	
[image: image490.wmf](

)

t

f

ky

y

c

y

m

=

+

+

&

&

&


	(2-156)


يا
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با فرض شرايط اوليه صفر و به کمک تبديل لاپلاس، تابع تبديل اين سيستم بصورت زير حاصل مي شود:
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اين رابطه همان نمايش کلاسيک سيستم ديناميکي مي باشد. با انتخاب دو متغير جديد بصورت 
[image: image493.wmf](
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 رابطه (2-157) بصورت زير در مي آيد:
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بنابراين معادلات زير ، که تنها در آنها مشتق اول ديده مي شود، بعنوان نمايشي براي ديناميک سيستم بکار مي رود. اين معادلات به معادلات حالت موسومند:
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اين مثال مراحل ايجاد مدل فضاي حالت را براي يک سيستم ديناميکي نشان مي دهد. اين مدل به کمک معادلات فضاي حالت توصيف مي شود. اين معادلات در بر دارنده متغيرهاي حالت مي باشند. براي يک سيستم چند وروردي-چند خروجي مي توان n متغير حالت 
[image: image498.wmf](
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 را به گونه اي تعريف کرد که هر متغير انتگرالگير متغير بعدي در حوزه زمان باشد. بعلاوه، فرض کنيد سيستم داراي r ورودي 
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 و p خروجي 
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 باشد. معادلات فضاي حالت اين سيستم بصورت زير نوشته مي شوند:
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در اين روابط، 
[image: image503.wmf](
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 بردار حالت، 
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 ماتريس سيستم، 
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 ماتريس ورودي، 
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 بردار ورودي، 
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 بردار خروجي، 
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 ماتريس خروجي و 
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 ماتريس ارتباط بين ورودي ها و خروجي هاي سيستم مي باشد.

معادله (2-162) به معادله سيستم (يا معادله حالت) و رابطه (2-163) به معادله خروجي موسوم است. معادله سيستم شامل مشتقات مرتبه اول است، اما در معادله خروجي اين مشتقات ظاهر نمي شوند. در يک سيستم ديناميکي واقعي مانند سازه ارتعاشي معمولاً ارتباط قابل توجهي بين ورودي و خروجي وجود ندارد. بنابراين ماتريس 
[image: image510.wmf][
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D

 حذف خواهد شد. براي يک سيستم تک-ورودي 
[image: image511.wmf][

]

B

 به برداري ستوني تبديل مي شود. در حالت تک-خروجي (اگر سيستم چند-ورودي باشد اما يکي از خروجي ها مورد نظر باشد، حالت تک-خروجي را مي توان در نظر گرفت) 
[image: image512.wmf][

]

C

 به برداري سطري تبديل مي شود.

مدل فضاي حالت را مي توان با توجه به تابع تبديل سيستم ، به جاي معادله ديفرانسيل، بدست آورد. براي اين کار به ابزاري بنام دياگرام شبيه سازي (شکل 2-4) نياز است.
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شکل (2-4): دياگرام شبيه سازي

بخش اصلي اين دياگرام، انتگرالگير است که به ترتيب در حوزه هاي فرکانسي و زماني بصورت زير نمايش داده مي شوند:
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براي سيستم يک درجه آزادي، معادله ديفرانسيل حرکت بصورت زير بازنويسي مي شود:
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بنابراين تابع تبديل را مي توان به شکل زير نوشت:
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دياگرام شبيه سازي شکل (2-5) متناظر با اين تابع تبديل است.

[image: image518.png]x|=





شکل (2-5): دياگرام شبيه سازي متناظر با تابع تبديل معادله (2-167)

تابع تبديل را نيز مي توان به کمک معادلات فضاي حالت بدست آورد. سيستمي با معادلات فضاي حالت زير را در نظر بگيريد:
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به کمک تبديل لاپلاس (با صفر قرار دادن شرايط اوليه) مي توان نوشت:
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يا
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از آنجا که 
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، معادله فوق را مي توان به شکل زير نوشت:
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بنابراين عبارت زير براي تابع تبديل حاصل خواهد شد:
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براي يک سيستم تک وروردي-تک خروجي مي توان نوشت:
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مقادير ويژه ماتريس 
[image: image526.wmf][
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 قطب هاي تابع تبديل 
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 مي باشند.

2-15-آناليز سري هاي زماني

آناليز سري هاي زماني گزينه ديگري در کنار آناليز طيفي مي باشد. در برخي مطالعات ارتعاشي ممکن است، آناليز طيفي بدليل زمان کوتاه ثبت داده ها و يا از دست رفتن انرژي بدليل اعمال توابع پنجره، غير قابل استفاده باشد. بوسيله آناليز سري هاي زماني مي توان يک مدل رياضي با توجه به داده هاي اندازه گيري شده در حوزه زمان بر اساس مفهوم تفاضل محدود بدست آورد. اين مدل با کوچک شدن بازه ثبت داده ها محدود نمي شود. مدل هاي رياضي متعددي را مي توان به کمک داده هاي سري زماني بدست آورد. مامقدمه بحث خود را با مدل رگرسيون خطي روي داده هاي اندازه گيري شده شروع مي کنيم.

يک مدل رگرسيون خطي از دو گروه داده هاي اندازه گيري شده، ارتباط بين آن دو سري داده را تعيين مي کند. براي يک سيستم ديناميکي فرض کنيد اطلاعات ورودي، مجموعه اي از اندازه گيري هاي مستقل 
[image: image528.wmf]i
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 و اطلاعات خروجي مجموعه اي از اندازه گيري هاي مستقل و تصادفي 
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 باشند. ساده ترين مدل رگرسيون خطي بين ورودي و خروجي هاي سيستم را مي توان به شکل رياضي زير بيان کرد:
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در اين رابطه مانده 
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 از چند جنبه قابل تامل است. اول آنکه اين مقادير از يکديگر مستقلند. ثانياً اين مانده از متغير 
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 مستقل است و در نهايت، اين مقدار بصورت متغيري تصادفي با توزيع نرمال فرض مي شود. رابطه (2-174) نشان مي دهد که خروجي تصادفي سيستم، 
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، از دو بخش تشکيل شده است:بخش قطعي 
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 و بخش تصادفي 
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. هنگامي که 
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 صفر باشد، رابطه آشناي خطي بين اين دو مجموعه داده ها برقرار خواهد بود. حل کمترين مربعات براي پارامترها به شکل زير است:
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مدل توصيف شده توسط معادله (2-174) در صورتي که متغير تنهاي 
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 به متغير چندتايي 
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 تبديل شود، بصورت زير تعميم خواهد يافت:
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خروجي 
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 در اينجا نيز شامل دو بخش است:بخش قطعي 
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.  اگر 
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 صفر باشد، حل کمترين مربعات براي پارامترها بصورت زير است:
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که در اين رابطه
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2-15-1- مدل AR
مدل رگرسيون خطي که توسط معادله (2-174) بيان شد، با هدف تعيين همبستگي بين دو مجموعه داده هاي زماني ارائه شده است. حال، يک فرآيند تصادفي را در نظر بگيريد که توسط فقط يک سري زماني هموار 
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 مقدار دهي شده است، در آنصورت معادله (2-174) را مي توان بصورت زير بازنويسي نمود:
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اين معادله با وجود شباهت ظاهري با رابطه (2-174)، تفاوت بزرگي با آن دارد. اين رابطه، بيان کننده همبستگي ديناميکي داخلي بين اعضاي يک فرآيند تصادفي مي باشد. اين رابطه در حقيقت فرم استاندارد يک تفاضل محدود را نشان مي دهد. اين مدل به مدل اتورگرسيون (AR) موسوم است. از آنجا که 
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 تنها با 
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 در ارتباط است، اين مدل AR(1) نيز ناميده مي شود. ضريب اتورگرسيون 
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 مقداري ثابت است. مانده 
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 از يکديگر و از مؤلفه هاي سري 
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 مستقل هستند. با بکارگيري عملگر رگرسيون B، به گونه اي که 
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، رابطه (2-182) بصورت زير بازنويسي مي شود:
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اين رابطه معادل با يک سيستم مرتبه اول با ورودي نويز سفيد 
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 و خروجي تصادفي 
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 مي باشد. تابع تبديل اين سيستم 
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 مي باشد.

در صورتي که 
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 به داده هاي ثبت شده قبلي بيشتري وابسته باشد، مدل AR(1) قابل تعميم خواهد بود. بعنوان مثال مدل AR(2) به معناي آن است که 
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 با دو متغير 
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 بصورت زير در ارتباط است:
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اين مدل AR يک مفهوم اساسي را در ذهن ايجاد مي کند، چگونه 
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 به 
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 وابسته است و در عين حال به 
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 وابسته نيست در حالي که مي دانيم 
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-

i

x

 به 
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 بستگي دارد. براي پرداختن به اين موضوع، مدل AR به ابعاد جديد تعميم داده مي شود. اين مطلب در ادامه بيان خواهد شد.

2-15-2-مدل ARMA

مدل AR(1) براي سري هاي زماني 
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 هموار با توزيع نرمال و با مقدار متوسط صفر، ارائه شده است. در اين مدل فرض مي شود مقدار سري 
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 در يک لحظه معين تنها به مقدار سري در لحظه قبل از آن (
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) و يا لحظاتي پيشتر بستگي دارد. براي يک سيستم ديناميکي اين فرضي نامناسب است زيرا رفتار سيستم مانند پاسخ آن به ضربه براي مدتي تمايل به ادامه دارد. اگر 
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 تنها به 
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 وابسته نبوده و سري مانده 
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 نويز سفيد نباشد، مدل AR(1) ديگر معتبر نخواهد بود.

اگر 
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 علاوه بر 
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 نيز وابسته باشد، در اين صورت به 
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 نيز وابسته خواهد بود. اين بار 
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 را مي توان به شکل زير بيان کرد:
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و يا
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معادله (2-186) نشان مي دهد که مقدار 
[image: image586.wmf]i
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 در سري زماني 
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 به دو مقدار قبلي آن يعني 
[image: image588.wmf]1

-

i

x

 و 
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 و همچنين دو مانده 
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 و 
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 وابسته مي باشد. در اينجا مانده ها هنوز از مشخصاتي که در مورد مدل AR(1) بيان شد پيروي مي کنند. سمت چپ معادله (2-186) يک مدل AR با ضرايب رگرسيون 
[image: image592.wmf]1
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 و 
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 مي باشد. سمت راست معادله به مدل متوسط متحرک (Moving Average) با ضريب 
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 موسوم است. از آنجا که 
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 به دو مقدار قبلي و همچنين مانده مربوط به لحظه قبل وابسته است، مدل مربوط به معادله (2-186) به ARMA(2,1) موسوم است. روشن است که اگر مقادير وابسته ديگري درگير شوند، اين مدل تعميم خواهد يافت.

وارد شدن عبارت 
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 تغييري اساسي در مدل AR ايجاد مي کند. معناي عبات فوق اين است که يک سيستم ديناميکي که از لحظه 
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 به لحظه 
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 مي رود، قادر است ورودي سيستم در لحظه 
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 را به ياد آورد. در نتيجه خروجي سيستم در لحظه 
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 يعني 
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 نه تنها توسط ورودي جاري 
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 بلکه توسط وروردي لحظه قبل يعني 
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، تحت تاثير قرار مي گيرد. بنابراين اگر AR يک مدل استاتيک باشد، ARMA مدلي ديناميک با قابليت يادآوري گذشته مي باشد.

اهميت مدل ARMA در اين است که مقدار تصادفي 
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 به دو بخش قطعي و تصادفي تجزيه مي شود. بخش قطعي وابسته بوده و بصورت 
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1

2

2

1

1

-

-

-

-

+

i

i

i

a

x

x

q

f

f

 نمايش داده مي شود. بخش تصادفي مستقل بوده و بصورت 
[image: image607.wmf]i
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 نمايش داده مي شود. با بکارگيري عملگر رگرسيون B مي توان مدل ARMA را، مانند آنچه در مورد مدل AR انجام داديم، به شکل زير نوشت:
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معناي فيزيکي اين رابطه اين است که مدل ARMA يک سري زماني هموار و خود وابسته 
[image: image609.wmf]{
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را به سري مستقل دوگانه 
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 تبديل مي نمايد. اگر سري زماني 
[image: image611.wmf]{
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 ورودي تصادفي از نوع نويز سفيد براي يک سيستم خطي با تابع تبديل 
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 باشد، خروجي سيستم سري زماني 
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 خواهد بود.

مدل ARMA(2,1) را مي توان به مدل ARMA(n,m) که توسط رابطه زير مشخص مي شود، تعميم داد:
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تابع تبديل متناظر با مدل ARMA(n,m) با بکارگيري عملگر رگرسيون B بصورت زير است:
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تفسير فيزيکي مدل ARMA(n,m) براي درک بهتر اين مدل داراي اهميت است. مانند حالت قبل، اين مدل پاسخ 
[image: image616.wmf]i

x

 را به دو بخش تجزيه مي کند. بخش اول قطعي و وابسته بوده و بصورت 
[image: image617.wmf]å
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 بيان مي شود. بخش دوم تصادفي و مستقل بوده و بصورت 
[image: image618.wmf]i

a

 بيان مي شود. براي يک سيستم ديناميکي، در لحظه 
[image: image619.wmf]i

، عبارت
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 از مقاديري که در زمان هاي گذشته رخ داده است، تشکيل مي شود. بنابراين مقدار آن قطعي مي باشد. در همان لحظه، 
[image: image621.wmf]i
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 بيانگر ورودي تصادفي جاري يا اغتشاش است. طبيعت توزيع نرمال خروجي 
[image: image622.wmf]i

x

 ناشي از همين طبيعت است که 
[image: image623.wmf]i
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 دارا مي باشد.

2-16-تبديل z

اين تبديل سيگنال هاي گسسته در حوزه زمان را به حوزه فرکانسي با متغيرهاي مختلط تصوير مي کند. تبديل z شبيه تبديل لاپلاس است که در آن سيگنال هاي پيوسته زماني به حوزه مختلط فرکانسي تبديل مي شوند. در پردازش سيگنال ها، اغلب با سيگنال هاي گسسته سروکار داريم.

بر خلاف بسياري تبديل هاي ديگر، تبديل z به جاي نام يک رياضيدان با يک حرف الفبا نامگذاري شده است. اين تبديل ابتدا جهت حل معادلات خطي با تفاضل ثابت حاصل از سيگنال نمونه برداري شده ارائه شد. با پيشرفت کامپيوترهاي ديجيتال، اين تبديل جايگاه اصلي خود را در مهندسي پيدا کرد.

فرض کنيد تابع حقيقي زماني 
[image: image624.wmf](
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 با نقاط نمونه برداري شده آن در 
[image: image625.wmf]n
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 بصورت زير موجود باشد:
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چند جمله اي زير بعنوان تبديل 
[image: image627.wmf]z

 تابع 
[image: image628.wmf](
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 در نظر گرفته مي شود:
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در رابطه فوق 
[image: image630.wmf]z

 يک متغير مختلط مي باشد.

نمونه برداري تابع 
[image: image631.wmf](
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 را مي توان بعنوان کار يک مجموعه ضربه در نظر گرفت. بنابراين تابع گسسته 
[image: image632.wmf](
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 بصورت زير بيان مي شود:
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	با اعمال تبديل لاپلاس روي اين تابع خواهيم داشت:
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با فرض 
[image: image635.wmf]st
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 خواهيم داشت:
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عبارت فوق تبديل 
[image: image637.wmf]z

 تابع 
[image: image638.wmf](
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 مي باشد. بنابراين تبديل 
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 سري زماني 
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 بصورت زير تعريف مي شود:
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که 
[image: image642.wmf]z

 متغيري مختلط است. اگر تابع زماني علّي باشد (در اکثر حالات سيگنال هاي يک سيستم ديناميکي علّي هستند)، در آنصورت تبديل 
[image: image643.wmf]z

 به شکل زير ساده مي شود:
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بعنوان مثال، تابع پله واحد که براي 
[image: image645.wmf]0
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 بصورت 
[image: image646.wmf](
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 مي باشد را در نظر بگيريد. تبديل z اين تابع بصورت زير خواهد بود:
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