فصل سوم 
 تئوري پايه ارتعاشات

3-1-مدلسازي يک مساله رياضي به کمک مدل هاي رياضي

مسايل مربوط به ارتعاشات مي توانند ساده و يا پيچيده باشند. تئوري ارتعاشات به ندرت براي سازه هاي واقعي به استثناي سازه هايي که ديناميک آنها بطور دقيق توسط چند معادله ديفرانسيل پاره اي تعيين مي شود، بکار گرفته مي شود. علت اين امر آن است که اين تئوري، اغلب با در نظر گرفتن حالت ايده آل از مساله واقعي و اعمال فرضيات مختلف گسترش داده مي شود. صحت تمام اين فرضيات در عمل روشن نمي باشد. فرآيند ايده آل سازي يک سازه واقعي پيش از انجام آناليز، مدلسازي رياضي آن سازه ناميده مي شود.

مدل حاصل از ايده آل سازي يک سازه واقعي يکتا نمي باشد. نياز به استخراج مدلي ساده، کارا و آسان براي آناليز تئوريک، مقوله اي است که از يکسو تجربه و از سوي ديگر درک عميقي از ديناميک را طلب مي کند.  در آناليز مودال، مدل رياضي مورد استفاده اغلب بصورت گسسته با تعداد محدودي درجات آزادي مي باشد. رفتارهاي پيوسته سيستم، مانند شکل مودها، بوسيله مقادير گسسته سازي در فواصل مناسب نمايش داده مي شوند. بنابراين، اين مدل اغلب بوسيله تعدادي معادله ديفرانسيل معمولي ارائه مي شود. به کمک تبديل هاي لاپلاس يا فوريه، اين معادلات ديفرانسيل به معادلاتي جبري تبديل مي شوند. اين موضوع، اهميت جبر خطي را در آناليز مودال نشان مي دهد. متناهي بودن ساختار مدل رياضي، وابستگي آناليز مودال به تئوري سيستم هاي چند درجه آزادي را نيز نشان مي دهد.

3-2-مفاهيم اساسي ارتعاشات

ارتعاش، يک حرکت خودتکرار شونده مي باشد. اين تکرار مي تواند متناهي و يا نامتناهي باشد. همچنين هر تکرار لزوماً مشابه تکرار قبل نمي باشد. فرآيند تکرار در برخي ارتعاشات مي تواند جنبه آماري نيز داشته باشد.

بر خلاف تصور عمومي، ارکان اصلي ارتعاشات حضور مؤلفه هاي اينرسي و الاستيک نظير جرم و فنر نمي باشد. از آنجا که ارتعاش را مي توان بعنوان تبديلي ميان انرژي جنبشي و انرژي پتانسيل در نظر گرفت، يک سيستم ارتعاشي بايد داراي ابزار لازم براي ذخيره (و آزاد کردن) هر دو نوع انرژي باشد. ذخيره و رها سازي انرژي جنبشي معمولاً به کمک جرم و انرژي پتانسيل به کمک فنر انجام مي شود. جرم متصل به يک فنر افقي که در شکل (3-1) نشان داده شده است، مثالي از يک سيستم ارتعاشي مي باشد. جرم، عضو مربوط به انرژي جنبشي و فنر عضو مربوط به انرژي پتانسيل مي باشد. يک آونگ نيز مثالي شاخص از يک سيستم ارتعاشي است. اين سيستم بخش فنري شکلي براي انرژي پتانسيل ندارد. در واقع، جرم هر دو نقش مربوط به انرژي جنبشي و پتانسيل را ايفا مي کند. اين مثال، تصور وجود جرم و فنر در تمام سيستم هاي ارتعاشي را نفي مي کند.
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شکل (3-1): دو سيستم ساده ارتعاشي

براي آنکه بتوان ارتعاشات يک سيستم ديناميکي را مطالعه نمود، تعداد درجات آزادي سيستم قبل از انجام آناليز بايد مشخص باشد. تعداد درجات آزادي يک سيستم ارتعاشي برابر با حداقل تعداد مختصات لازم براي مشخص نمودن کامل حرکت تمام اجزاي سيستم در هر لحظه زماني، مي باشد. 

بعنوان مثال سيستم جرم-فنر شکل (3-2) داراي دو جرم است، که هريک مي توانند بطور مستقل حرکت کنند. با يک آزمايش ساده يعني ثابت نگاه داشتن يک جرم، به وضوح ديده مي شود که جرم ديگر از نظر فيزيکي هنوز مي تواند حرکت کند. بنابراين، اين سيستم داراي دو درجه آزادي مي باشد. درجات آزادي سيستم را مي توان بر حسب مختصات متفاوتي نشان داد. در سيستم جرم-فنر، دو مختصات مورد استفاده براي آناليز مي توانند 
[image: image2.wmf]1

x

 و 
[image: image3.wmf]2

x

 و يا 
[image: image4.wmf]1

x

 و 
[image: image5.wmf](

)

2

1

x

x

-

 و يا حتي مختصاتي ديگر باشند. انتخاب مختصات متفاوت به معادلات ديفرانسيل مختلف منجر خواهدشد. با اين حال، چون در تمام اين حالات با يک سيستم سروکار داريم، بايد انتظار داشت فرکانس هاي طبيعي بدست آمده از اين معادلات يکسان باشند.
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شکل (3-2): سيستم هاي ارتعاشي دو درجه آزادي

روش هاي مختلفي براي دسته بندي ارتعاشات وجود دارد. اين تقسيمات ممکن است وجوه مشترکي با يکديگر نيز داشته باشند. جدول (3-1) انواع ارتعاشات و تعريف هريک را بطور خلاصه نشان مي دهد.

جدول (3-1): انواع مختلف ارتعاشات

	تعريف
	نوع ارتعاش
	معيار مبنا

	ارتعاش تنها تحت تاثير شرايط اوليه

ارتعاش در اثر اعمال نيروي خارجي
	ارتعاش آزاد

ارتعاش اجباري
	تحريک خارجي

	ارتعاش بدون کاهش انرژي سيستم

ارتعاش به همراه کاهش انرژي سيستم
	ارتعاش ناميرا

ارتعاش ميرا
	وجود ميرايي

	ارتعاشي که قاعده برهم نهي در آن برقرار است

ارتعاشي که قاعده برهم نهي در آن برقرار نيست
	ارتعاش خطي

ارتعاش غيرخطي
	خطي بودن ارتعاش

	دامنه ارتعاشات در هر زمان مشخص است

دامنه ارتعاش در هر زمان مشخص نيست اما مشخصات آماري رفتار آن معلوم است
	ارتعاش معين

ارتعاش تصادفي
	قابل پيش بيني بودن
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شکل (3-3): يک سيستم ساده جرم و فنر

3-3-ارتعاش آزاد يک سيستم يک درجه آزادي 
بررسي ارتعاش آزاد يک سيستم يک درجه آزادي را با معادله حرکت آن شروع مي کنيم. سيستم ساده جرم-فنر شکل (3-3) را بعنوان يک مثال در نظر مي گيريم. با در نظر گرفتن جابجايي 
[image: image8.wmf]x

، معادله حرکت با استفاده از قانون دوم نيوتن چنين بدست مي آيد:
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	(3-1)


علامت نقطه بالاي متغير در معادله، بيانگر مشتق نسبت به زمان مي باشد. ريشه دوم نسبت سختي به جرم، بعنوان فرکانس طبيعي سيستم تعريف مي شود:
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	(2-3)


بر خلاف تصور، اين جمله که فرکانس طبيعي چنين سيستمي به جرم و سختي آن بستگي دارد، درست نمي باشد. در واقع فرکانس تنها به نسبت ايندو بستگي دارد. بنابراين سيستم هايي با فرکانس طبيعي يکسان اما جرم و سختي هاي متفاوت وجود دارند. معادله (3-1) را از روش انرژي نيز مي توان بدست آورد. از آنجا که اين سيستم اتلاف انرژي و همچنين ورودي انرژي ندارد، مقدار کل انرژي آن در هر لحظه ثابت است. با محاسبه انرژي پتانسيل 
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 در لحظه اي که جابجايي سيستم 
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 است، معادله زير بدست خواهد آمد:

	
[image: image14.wmf]const

kx

x

m

=

+

2

2

2

1

2

1

&


	(3-3)


با مشتق گيري از رابطه فوق نسبت به زمان، رابطه (3-1) بدست مي آيد. همين نتيجه با استفاده از معادله لاگرانژ (که در همين بخش با آن آشنا خواهيم شد) نيز بدست مي آيد.

پاسخ ارتعاش آزاد سيستم يک درجه آزادي در اثر جابجايي اوليه 
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 بصورت زير بيان مي شود:
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	(3-4)


اين پاسخ نشان دهنده آن است که سيستم يک درجه آزادي در ارتعاش آزاد همواره با فرکانس طبيعي خود حرکت مي کند. اين نتيجه براي يک سيستم خطي چند درجه آزادي نيز برقرار است، با اين تفاوت که اين سيستم در ارتعاش آزاد تمايل به حرکت در ترکيبي از تمام فرکانس هاي طبيعي خود دارد.

3-4-ارتعاش هماهنگ يک سيستم يک درجه آزادي

ارتعاش هماهنگ يک سيستم يک درجه آزادي اساسي ترين نوع ارتعاش و شالوده اصلي در بررسي انواع پيچيده تر ارتعاشات مي باشد. از سري هاي فوريه مي دانيم که هر ارتعاش دوره اي، از تعداد محدودي ارتعاش هماهنگ ساده با فرکانس هايي که مضاربي از يک فرکانس پايه مي باشند، تشکيل شده است. به کمک تبديل فوريه در مي يابيم که يک ارتعاش غيردوره اي، که مي توان آن را ارتعاشي با دوره بينهايت در نظر گرفت، از تعداد نامحدودي ارتعاش هماهنگ که تمام فرکانس هاي محدوده مورد نظر را پوشش مي دهند، تشکيل شده است. 
قبل از بررسي ارتعاش هماهنگ يک سيستم يک درجه آزادي ، بهتر است مشخصات يک سيگنال هماهنگ ساده را مرور نماييم. يک سيگنال زماني هماهنگ 
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 و فرکانس دوراني 
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 را مي توان بصورت تصوير يک بردار به طول 
[image: image21.wmf]X

 که مطابق شکل (4-3) در جهت پادساعتگرد دوران مي کند، روي محور زمان در نظر گرفت.
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شکل (3-4): يک سيگنال هماهنگ ايجاد شده توسط يک بردار دوار

سيگنال زماني را مي توان توسط رابطه زير بيان کرد:
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	(3-5)


اگر 
[image: image24.wmf](

)

t

x

 سيگنال مربوط به جابجايي ارتعاشي باشد، سرعت و شتاب را مي توان به کمک مشتق هاي مرتبه اول و دوم آن نسبت به زمان تعيين کرد. به دليل سادگي تابع سينوسي، مقادير دامنه و فاز نسبي سرعت و شتاب را مي توان به کمک دامنه و فاز جابجايي بدست آورد. مقادير دامنه و فازهاي نسبي بين جابجايي، سرعت و شتاب بصورت زير نوشته مي شوند:
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	(3-6-الف)
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	(3-6-ب)
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	(3-7-الف)
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	(3-7-ب)


با استفاده از متغيرهاي مختلط مي توان معادلات (3-6) و (3-7) را ترکيب کرد. در نتيجه جابجايي، سرعت و شتاب مطابق روابط زير نسبت به هم بيان مي شوند:
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	(3-8-الف)
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	(3-8-ب)


در روابط فوق j عدد واحد موهومي است.

ارتعاش يک سيستم يک درجه آزادي در وضعيت خالص هماهنگ، در دو حالت مي تواند رخ دهد. اولين حالت مربوط به ارتعاش آزاد ناميرا (بدون اتلاف انرژي) سيستم يک درجه آزادي است. اين مساله قبلاً بررسي شده است. حالت دوم مربوط به ارتعاش سيستم در حالتي است که تحت اثر يک نيروي خارجي هماهنگ قرار گرفته است. حال فرض کنيد سيستم شامل يک ميراگر ويسکوز با مقدار ميرايي c نيز باشد. c برابر با مقدار نيروي ميرايي براي سرعت واحد مي باشد. سيستم تحت تاثير نيروي هماهنگ خارجي که با معادله 
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 بيان مي شود، مطابق شکل (3-5) قرار گرفته است.
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شکل (3-5): يک سيستم يک درجه آزادي تحت اثر يک نيروي هماهنگ

معادله حرکت سيستم بصورت زير حاصل مي شود:

	
[image: image33.wmf](

)

(

)

(

)

t

F

t

kx

t

x

c

t

x

m

w

sin

0

=

+

+

&

&

&


	(3-9)


از نظر رياضي مي دانيم که حل اين معادله براي جابجايي ارتعاشي سيستم، تابعي هماهنگ به شکل زير است:
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	(3-10)


اين حل را مي توان به کمک خواص ارتعاش هماهنگ ساده، که قبلاً در همين بخش بيان شد، و قواعد جمع برداري بدست آورد. از آنجا که معادله (3-9) يک جمع برداري مي باشد، يک نمودار برداري مطابق شکل (3-6) مي توان ارائه نمود.
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شکل (3-6): نمودار برداري ارتعاش هماهنگ يک سيستم يک درجه آزادي

دامنه جابجايي 
[image: image36.wmf]X

 و زاويه فاز نسبي 
[image: image37.wmf]j

 بين نيروي ورودي و جابجايي خروجي را مي توان از اين نمودار بدست آورد. پاسخ جابجايي سيستم يک درجه آزادي به نيروي ورودي هارمونيک بصورت زير خواهد بود:
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	(3-11)


مدل ديگر ميرايي در آناليز ارتعاشات، مدل ميرايي سازه اي مي باشد. اين مدل با توجه به خاصيت پسماند در نمودارهاي تنش-کرنش مواد فلزي ارائه شده است. در اين مدل نيروي ميرايي متناسب با دامنه پاسخ و اختلاف فاز با آن 
[image: image39.wmf]o
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 مي باشد. معادله (3-9) با ميرايي سازه اي بصورت زير خواهد شد:
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	(3-12)


در اين حالت نيز پاسخ، هماهنگ است. مقدار 
[image: image41.wmf](
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 را مي توان بعنوان سختي مختلط سيستم تعريف کرده و آن را با 
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 نمايش داد. در اين صورت معادله (3-12) به شکل ساده زير در خواهد آمد:
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3-5-ارتعاش يک سيستم يک درجه آزادي تحت تاثير يک نيروي اختياري

	سيستم يک درجه آزادي ممکن است تحت تاثير يک نيروي تحريک غيرهارمونيک نيز قرار گيرد. روش هاي رياضي متعددي براي بدست آوردن حل اين مساله وجود دارد. تبديل لاپلاس روشي مناسب براي بدست آوردن اين حل است. به ازاي نيروي اختياري 
[image: image44.wmf](
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، معادله حرکت بصورت زير مي باشد:
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با اعمال تبديل لاپلاس و در نظر گرفتن شرايط اوليه، حل زير حاصل خواهد شد:
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در اينجا 
[image: image47.wmf](
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 تبديلات لاپلاس توابع زماني 
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 و 
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 مي باشند. براي شرايط اوليه صفر، معادله بصورت زير ساده خواهد شد:
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رابطه فوق معادله اي آشنا براي يک سيستم ديناميکي خطي مي باشد که در آن 
[image: image52.wmf](
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 تابع تبديل سيستم ناميده مي شود. سيگنال زماني ارتعاش 
[image: image53.wmf](
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 از تبديل معکوس لاپلاس 
[image: image54.wmf](
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 بدست مي آيد.

3-6-ارتعاشات آزاد و هماهنگ اجباري براي يک سيستم چند درجه آزادي
همواره مقايسه سيستم چند درجه آزادي با سيستم يک درجه آزادي مفيد مي باشد. بررسي ارتعاش آزاد يک سيستم چند درجه آزادي مانند سيستم يک درجه آزادي ، با معادلات حرکت آن شروع مي شود. براي سادگي و در عين حال بدون از دست رفتن عموميت مساله، سيستم ساده دو درجه آزادي شکل (3-7) را براي بررسي ارتعاش آزاد سيستم هاي چند درجه آزادي بکار خواهيم برد.
[image: image55.png]



شکل (3-7): يک سيستم دو درجه آزادي

با انتخاب مختصات 
[image: image56.wmf]1
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 و 
[image: image57.wmf]2
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 براي توصيف جابجايي ارتعاشي سيستم، معادلات حرکت سيستم بصورت زير حاصل مي شوند:
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با ترکيب روابط فوق، شکل ماتريسي معادلات بصورت زير خواهد بود:
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اين معادله ماتريسي حالتي خاص از شکل عمومي معادله يک سيستم چند درجه آزادي مي باشد:
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حل اين معادله ارتعاش آزاد از نظر رياضي برابر حل غيربديهي معادله (3-19) مي باشد. اين حل بايد به شکل زير باشد:
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جايگذاري رابطه فوق در معادله (3-19) منجر به يک معادله ساده جبري ماتريسي خواهد شد:

	
[image: image62.wmf][

]

[

]

(

)

{

}

{

}

0

2

=

-

X

M

K

w


	(3-21)


براي داشتن جواب غير صفر براي 
[image: image63.wmf]{
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 در اين معادله، بايد ماتريس 
[image: image64.wmf][
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 منفرد باشد به گونه اي که:
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رابطه فوق، معادله مشخصه سيستم مي باشد. پاسخ هاي اين معادله فرکانس هاي طبيعي سيستم مي باشند. در واقع معادله (3-21) يک مساله مقدار ويژه است که در آن 
[image: image66.wmf]2

w

 مقدار ويژه و 
[image: image67.wmf]{
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 بردار ويژه مي باشند. مقدار ويژه برابر با مربع فرکانس طبيعي سيستم و بردار ويژه همان شکل مود سيستم مي باشد. با توجه به معادله (3-21) بديهي است که شکل مود 
[image: image68.wmf]{
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 يکتا نمي باشد زيرا تمام ضرايب اين شکل مود نيز در معادله صدق مي کنند.

با استفاده از مثال سيستم دو درجه آزادي بيان شده، معادله (3-21) بصورت زير تبديل مي شود:
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معادله مشخصه سيستم، يک معادله مربعي بر حسب 
[image: image70.wmf]2

w

 مي باشد. دو ريشه معادله يعني 
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 و 
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 مربعات دو فرکانس طبيعي 
[image: image73.wmf]1
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 و 
[image: image74.wmf]2
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 مي باشند. شکل مودهاي سيستم بصورت زير تعيين مي شوند:
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معادلات ارتعاش آزاد سيستم عبارتند از:
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اين ارتعاش آزاد ترکيب خطي از دو ارتعاش هماهنگ با فرکانس هاي 
[image: image78.wmf]1

w

 و 
[image: image79.wmf]2

w

 مي باشد. از آنجا که فرکانس هاي طبيعي معمولاً يکسان نمي باشند، ارتعاش آزاد يک سيستم دو درجه آزادي، دوره اي با دو فرکانس مي باشد. دامنه ها در رابطه (3-26) يعني 
[image: image80.wmf])
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 بطور کامل مشخص نمي باشند زيرا شکل مودها بصورت واحدي تعيين نشده اند. مقدار اين دامنه ها به کمک شرايط اوليه بطور کامل مشخص مي شوند. از آنجا که ارتعاش آزاد 
[image: image81.wmf](
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 با مشارکت دو مود ارتعاشي، که هريک هماهنگ و شبيه سيستم يک درجه آزادي مي باشند، تشکيل شده است. ترکيبي از رفتار يک درجه آزادي در سيستم چند درجه آزادي مشهود است. اين مفهوم در آناليز مودال داراي اهميت مي باشد.

شرايط اوليه مساله را مي توان به گونه اي طراحي کرد که تنها يکي از دو مود تحريک شوند. در اين حالت، ارتعاش آزاد هماهنگ براي سيستم دو درجه آزادي قابل مشاهده خواهد بود. با اين وجود، اين وضعيت عموميت ندارد. مشاهدات مربوط به سيستم دو درجه آزادي را مي توان براي يک سيستم چند درجه آزادي نيز بسط داد.

پس از بررسي ارتعاش آزاد، ارتعاش اجباري سيستم چند درجه آزادي را مرور مي کنيم. در مقايسه با سيستم يک درجه آزادي ، حالت هاي مختلفي در ارتعاش اجباري سيستم چند درجه آزادي وجود دارد. بعنوان مثال، ممکن است نيروهاي اعمال شده داراي فرکانس ها، زواياي فاز و دامنه هاي متفاوت و يا ترکيبي از اين حالات باشند. با توجه به استفاده از بيش از يک مختصات، امکان وجود فاز نسبي ميان مختصات مختلف نيز وجود دارد.

براي درک بهتر ارتعاش اجباري،حالت ساده اي را که در آن توابع نيرو هم فرکانس و همفاز مي باشند، در نظر مي گيريم. در اين حالت ممکن است دامنه برخي نيروها صفر نيز باشد. اگر توابع نيرو داراي فرکانس هاي متفاوت باشند، مي توان با استفاده از اصل برهم نهي مساله را به چند بخش با فرکانس تحريک هاي مختلف تقسيم کرده و در نهايت تمام پاسخ هاي بدست آمده را باهم جمع کرد.

معادله حرکت سيستم چند درجه آزادي با مجموعه توابع نيرويي با فرکانس 
[image: image82.wmf]w

 و زاويه فاز صفر بصورت زير نوشته مي شود:
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بردار 
[image: image84.wmf]{
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 شامل دامنه هاي توابع نيرو مي باشد. فرض پاسخ هماهنگ در معادله (3-20) را مي توان بکار برد. در اينصورت معادله (3-27) به معادله جبري زير تبديل خواهد شد:
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در نهايت پاسخ ارتعاش اجباري سيستم چند درجه آزادي بصورت زير خواهد بود:
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بر خلاف حالت ارتعاش آزاد در اين حالت، فرکانس ارتعاش برابر فرکانس توابع تحريک مي باشد.

3-7-روش انرژي

روش انرژي بعنوان روشي جايگزين براي روش نيرو در بررسي ارتعاش سيستم هاي ديناميکي مي تواند بکار رود. روش نيرو بر اساس قانون دوم حرکت نيوتن و روش انرژي بر اساس پايستگي انرژي استوار است. براي درک روش انرژي، بحث را با تعادل يک سيستم ديناميکي آغاز مي کنيم.

اصل کار مجازي در واقع بياني از تعريف تعادل براي يک سيستم ديناميکي مي باشد. اين اصل، اساس روش انرژي در تحليل يک سيستم ديناميکي نيز مي باشد. ابتدا اصل کار مجازي را براي حالت استاتيکي يک سيستم ديناميکي بيان کرده و سپس آن را براي حالت ديناميکي تعميم خواهيم داد.

مشابه مبحث قبل، سيستم هاي گسسته پايستار را در نظر مي گيريم و نتايج اصلي با وارد شدن ميرايي در معادلات، تغييرات اساسي نخواهد داشت. در اين بخش از علامت بردار روي حروف براي نمايش مقادير برداري در برابر مقادير عددي استفاده مي شود.

جابجايي هاي مجازي يک سيستم ديناميکي بصورت تغييرات بي نهايت کوچک و اختياري در مختصات سيستم تعريف مي شوند. اين تغييرات بي نهايت کوچک هستند، بنابراين قيود فيزيکي سيستم حفظ مي شوند. همچنين از اختياري بودن اين تغييرات نتيجه مي شود، آنها جابجايي هاي واقعي نبوده و تغييري نسبت به زمان ندارند. اگر جابجايي سيستم 
[image: image87.wmf]r

 بر حسب 
[image: image88.wmf]n

 مختصات تعميم يافته 
[image: image89.wmf](
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 بصورت زير باشد:
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در اينصورت جابجايي هاي مجازي با 
[image: image91.wmf](
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 نمايش داده مي شوند. علامت 
[image: image92.wmf]d

 براي تمايز قائل شدن با علامت هاي ديفرانسيل 
[image: image93.wmf]d

 يا 
[image: image94.wmf]¶

 بکار رفته است. اين جابجايي هاي مجازي تغييراتي کوچک نسبت به موقعيت واقعي سيستم بوده ولي بايد با قيود سيستم سازگار باشند. بعنوان مثال، يک آونگ در حال تعادل را در نظر مي گيريم. براي اينکه جابجايي هاي مجازي با قيود سازگار باشند، تنها مي توان تغيير زاويه کوچک 
[image: image95.wmf]dq

 را براي آن در نظر گرفت و آونگ را نمي توان خم کرد يا رو به بالا و پايين حرکت داد.

3-7-1-اصل کار مجازي

براي سيستم 
[image: image96.wmf]n

 درجه آزادي که در حال تعادل استاتيکي مي باشد، مي توانيم تمام نيروهايي را که بر درجه آزادي 
[image: image97.wmf]k

 ام سيستم 
[image: image98.wmf](
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 اثر مي کنند، به دو دسته تقسيم کنيم. يکي نيروهاي خارجي 
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 و ديگري نيروهاي قيدي 
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جابجايي حقيقي (و نه مجازي) مختصه 
[image: image102.wmf]k

 ام سيستم بر حسب مختصات تعميم يافته عبارت است از:
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و کار انجام شده توسط تمام نيروها در خلال جابجايي هاي مجازي 
[image: image104.wmf](
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 بصورت زير خواهد بود:
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در يک سيستم پايستار، نيروهاي قيدي در مجموع طي جابجايي هاي مجازي کاري انجام نمي دهند. بنابراين اصل کار مجازي خاطر نشان مي کند که سيستم در حال تعادل است اگر و فقط اگر مجموع کار انجام شده توسط نيروهاي خارجي طي جابجايي هاي مجازي صفر باشد:
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کار مجازي را به کمک مختصات تعميم يافته نيز مي توان بيان کرد. براي جابجايي 
[image: image107.wmf]k

r

، داريم:
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در اين رابطه متغير زمان 
[image: image109.wmf]t

 ديده نمي شود زيرا جابجايي مجازي نسبت به زمان تغيير نمي کند. بنابراين کار مجازي مطابق رابطه زير حاصل مي شود:
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با جابجا کردن علامت هاي جمع مي توان نوشت:

	
[image: image111.wmf]i
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نيروي تعميم يافته بصورت زير تعريف مي شود:

	
[image: image112.wmf](
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در نهايت، اصل کار مجازي به کمک رابطه تحليلي زير توصيف مي شود:

	
[image: image113.wmf](

)

å

=

=

=

=

n

i

i

n

i

q

W

1

,...,

2

,

1

  

0

 

 

 

d

d

i

Q
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اين رابطه بدين معناست که براي سيستمي که در تعادل استاتيکي قرار دارد، کار مجازي انجام شده توسط تمام نيروهاي تعميم يافته طي جابجايي هاي مجازي صفر است. از آنجا که جابجايي هاي مجازي 
[image: image114.wmf]i

q

 

d

 مربوط به مختصه 
[image: image115.wmf]i

q

 اختياري مي باشد، از رابطه فوق مي توان نتيجه گرفت:
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به عبارت ديگر، در سيستمي که از نظر استاتيکي متعادل است، تمام نيروهاي تعميم يافته مربوط به جابجايي هاي مجازي انتخاب شده، برابر صفر مي باشند.

3-7-2-اصل دالامبر

اصل دالامبر مفهوم کار مجازي را از تعادل استاتيک به حوزه تعادل ديناميک تعميم مي دهد. با توجه به انکه مجموع نيروهاي مؤثر روي درجه ازادي 
[image: image117.wmf]k

 ام منجر به ايجاد شتاب 
[image: image118.wmf]k
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 مي شود، مطابق اصل دالامبر با در نظر گرفتن نيروي ساختگي 
[image: image119.wmf]k
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، سيستم در حالت تعادل خواهد بود. اين اصل، تفسير متفاوتي از قانون دوم حرکت نيوتن مي باشد.

معادله حرکت مربوط به درجه آزادي 
[image: image120.wmf]k

 ام بصورت زير نوشته مي شود:
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با استفاده از اصل کار مجازي خواهيم داشت:

	
[image: image122.wmf](
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اين رابطه، بيان رياضي اصل دالامبر مي باشد. اين اصل مبناي تئوري استخراج معادله لاگرانژ مي باشد.

3-7-3-انرژي جنبشي

در بخش قبل فهميديم که براي توصيف حرکت يک سيستم 
[image: image123.wmf]n

 درجه آزادي، مي توان از 
[image: image124.wmf]n

 مختصات تعميم يافته استفاده کرد. جابجايي سيستم، مربوط به درجه آزادي 
[image: image125.wmf]k

 ام را مي توان بصورت زير نوشت:

	
[image: image126.wmf](
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سرعت در اين درجه آزادي عبارتست از:

	
[image: image127.wmf](
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در اين رابطه 
[image: image128.wmf](
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 سرعت تعميم يافته ناميده مي شود. مقدار سرعت 
[image: image129.wmf]k
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 تابعي خطي از سرعت هاي تعميم يافته مي باشد. براي يک سيستم جرم و فنر 
[image: image130.wmf]n

 درجه آزادي، انرژي جنبشي مربوط به درجه آزادي 
[image: image131.wmf]k

 ام با جرم 
[image: image132.wmf]k
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 عبارتست از:
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بنابراين انرژي کل سيستم برابر خواهد بود با:
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با جايگذاري رابطه (3-43) در رابطه (3-45) مي بينيم که انرژي جنبشي کل شامل توابع مرتبه صفر، يک و دو از سرعت تعميم يافته مي باشد. اگر قيود فيزيکي سيستم نسبت به زمان نامتغير باشند، براي درجه آزادي 
[image: image135.wmf]k

 ام خواهيم داشت:

	
[image: image136.wmf](

)

n

k

k

q

q

q

r

r

,...,

,

2

1

=


	(3-46)


در نتيجه
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انرژي جنبشي سيستم بصورت زير مي باشد:
	
[image: image138.wmf]å
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با عوض کردن جاي علامت جمع مي توان نوشت:

	
[image: image139.wmf]j
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اگر عبارت داخل پرانتز بعنوان جرم تعميم يافته تعريف شده و با 
[image: image140.wmf]ij

m

 نمايش داده شود، خواهيم داشت:
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جرم تعميم يافته 
[image: image142.wmf]ij

m

 تابعي از مختصات تعميم يافته 
[image: image143.wmf]i

q

 بوده و روشن است که 
[image: image144.wmf]ji
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انرژي جنبشي را مي توان بصورت زير نوشت:
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با توجه به اينکه جرم تعميم يافته تنها تابعي از مختصات تعميم يافته مي باشد، روشن است که انرژي جنبشي تابعي مربعي از سرعت تعميم يافته خواهد بود.

اگر ماتريس جرم و بردار سرعت تعميم يافته، بصورت زير تعريف شوند:


[image: image146.wmf][
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در اين حالت مي توان رابطه (3-51) را به فرم ماتريسي زير نوشت:
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از آنجا که انرژي جنبشي 
[image: image148.wmf]T

 همواره مقداري مثبت است (و يا صفر در شرايطي که تمام سرعت ها صفر باشند)، ماتريس جرم حتماً بايد مثبت-معين باشد.

3-7-4-انرژي پتانسيل

در يک سيستم پايستار، انرژي پتانسيل 
[image: image149.wmf]U

 تابعي از مختصات تعميم يافته 
[image: image150.wmf]i
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 مي باشد:
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کار انجام شده توسط نيروهاي پايستار برابر با قرينه انرژي پتانسيل مي باشد:

	
[image: image152.wmf](
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اگر مختصه 
[image: image153.wmf]i

q

 به اندازه 
[image: image154.wmf]i
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 تغيير کند، تغيير انرژي پتانسيل برابر خواهد بود با:
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اگر 
[image: image156.wmf]i

q
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 بعنوان جابجايي مجازي در نظر گرفته شود، با توجه به رابطه (3-40) خواهيم داشت:
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بنابراين:
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رابطه فوق بدين معناست که نيروهاي تعميم يافته متناظر با نيروهاي پايستار، برابر با قرينه مشتقات پاره اي انرژي پتانسيل سيستم نسبت به مختصات تعميم يافته مي باشند.

اگر تمام نيروهاي وارد بر سيستم پايستار باشند، با مقايسه روابط (3-56) و (3-40) مي توان ديد که چنين سيستمي وقتي در حال تعادل است که رابطه زير برقرار باشد:
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بعبارت ديگر، انرژي پتانسيل سيستم در اين حالت ماکزيمم يا مي نيمم مي باشد.

براي سيستمي با 
[image: image160.wmf]n

 مختصات تعميم يافته، با بسط تيلور 
[image: image161.wmf]U

 حول وضعيت تعادل، خواهيم داشت:
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	(3-58)


در عبارت فوق، 
[image: image163.wmf]0

U

 يک مقدار ثابت اختياري است که مي توان آن را برابر صفر قرار داد. مشتقات 
[image: image164.wmf]U

 در موقعيت تعادل 0 مقداردهي مي شوند و هنگامي که مختصات 
[image: image165.wmf]i

q

 مقادير کوچکي بوده و در موقعيت تعادل صفر باشند، ثابت مي باشند. با توجه به اين که 
[image: image166.wmf]U

 در وضعيت تعادل مي نيمم (يا ماکزيمم) مي باشد:
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بنابراين، با صرفنظر کردن از جملات بالاتر از مرتبه دوم، رابطه (3-58) بصورت زير خواهد شد:
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	(3-59)


مقدار مشتق دوم در وضعيت تعادل که برابر عددي ثابت است، سختي تعميم يافته ناميده مي شود:
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انرژي پتانسيل مي تواند بصورت زير بيان شود:

	
[image: image170.wmf]{
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در رابطه فوق، ماتريس سختي 
[image: image171.wmf][
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 و بردار مختصات تعميم يافته عبارتند از:
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3-7-5-معادله لاگرانژ

معادله لاگرانژ مبتني بر اصل دالامبر و معادله (3-42) مي باشد:

	
[image: image173.wmf](
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دو بخش کار مجازي در اين رابطه وجود دارد. بخش اول مربوط به کار مجازي انجام شده توسط نيروهاي خارجي است که توسط رابطه (3-37) بدست مي آيد. بخش دوم، کار مجازي انجام شده توسط نيروهاي اينرسي مي باشد. عبارت مربوط به اين کار مجازي، بدون ارائه اثبات، بصورت زير است:
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	(3-62)


با جايگذاري روابط (3-38) و (3-62) در رابطه (3-42) خواهيم داشت:


[image: image175.wmf]å

å

=

=

=

-

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

-

¶

¶

n

i

i

i

i

n

i

i

i

q

Q

q

q

T

q

T

dt

d

1

1

0

d

d

&


و يا
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	(3-63)


از آنجا که جابجايي هاي مجازي 
[image: image177.wmf]i
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 اختياري مي باشند، مي توان آنها را به گونه اي انتخاب کرد که هر بار تنها يک مختصات تعميم يافته داراي جابجايي غيرصفر باشد. بنابراين رابطه (3-63) به 
[image: image178.wmf]n

 معادله مستقل زير تبديل خواهد شد:
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	(3-64)


رابطه فوق به معادله لاگرانژ موسوم است.

اگر سيستم پايستار باشد، با جايگذاري معادلات (3-56) در (3-64) خواهيم داشت:
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	(3-65)


با تعريف تابع لاگرانژ 
[image: image181.wmf]L

 بصورت زير:
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و در صورتي که 
[image: image183.wmf]U

 تابع سرعت نباشد، معادله (3-65) را مي توان بصورت زير بازنويسي نمود:
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	(3-67)


رابطه فوق، شکل فشرده معادله لاگرانژ براي يک سيستم پايستار است.

براي حل مسائل مربوط به سيستم هاي پايستار به کمک معادله لاگرانژ، مراحل زير بايد انجام شوند:

(1) تعداد درجات آزادي سيستم را مشخص کرده و مختصات تعميم يافته را براي توصيف حرکت سيستم انتخاب کنيد

(2) انرژي جنبشي سيستم، 
[image: image185.wmf]T

 را بر حسب سرعت هاي تعميم يافته بدست آوريد

(3) انرژي پتانسيل سيستم، 
[image: image186.wmf]U

 را بر حسب مختصات تعميم يافته سيستم بدست آوريد

(4) مقادير 
[image: image187.wmf]T

 و 
[image: image188.wmf]U

 را در معادله لاگرانژ جايگزين کرده و معادلات ديفرانسيل حرکت را بدست آوريد

مثال 3-1:

با استفاده از معادله لاگرانژ، معادلات حرکت سيستم يک درجه آزادي نشان داده شده در شکل (3-8) را بدست آوريد.
[image: image189.png]



شکل (3-8): يک سيستم يک درجه آزادي

حل: با انتخاب 
[image: image190.wmf]x

 بعنوان مختصات تعميم يافته، انرژي پتانسيل و جنبشي سيستم نسبت به موقعيت تعادل بصورت زير مي باشد:
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لاگرانژين: 
[image: image192.wmf]2
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مشتقات: 
[image: image193.wmf]kx
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با قرار دادن اين روابط در معادله لاگرانژ، خواهيم داشت:
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مثال 3-2:

يک آونگ دوگانه داراي دو جرم 
[image: image195.wmf]1

m

 و 
[image: image196.wmf]2

m

 در انتهاي هر عضو مي باشد. اگر عضوها بدون جرم باشند، معادلات حرکت را به کمک معادله لاگرانژ بدست آوريد.
[image: image197.png]



شکل (3-9): يک آونگ دوگانه

حل: انرژي جنبشي آونگ از رابطه زير بدست مي آيد:
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از طرفي 
[image: image199.wmf](
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[image: image201.wmf]1

x

&

 و 
[image: image202.wmf]2

x
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 به ترتيب سرعت هاي مربوط به جرم هاي 1 و 2 مطابق شکل (3-9) مي باشند. انرژي پتانسيل آونگ دوگانه را مي توان بصورت زير نوشت:
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لاگرانژين بصورت زير نوشته مي شود:
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بنابراين
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[image: image206.wmf](
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[image: image207.wmf](
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و
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[image: image209.wmf](
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[image: image210.wmf]2
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با جايگذاري اين مشتقات در معادله لاگرانژ خواهيم داشت:
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[image: image212.wmf](

)

(

)

(

)

0

sin

cos

sin

2

2

2

2

2

2

2

1

1

2

2

1

2

1

1

2

1

2

2

1

2

=

+

+

-

+

-

-

-

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

gL

m

L

m

L

L

m

L

L

m

&

&

&

&

&

&

&


براي نوسانات کوچک مي توان از تقريب هاي 
[image: image213.wmf]q
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 و 
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 استفاده کرد. با صرفنظر کردن از جملات مرتبه بالا از مشتقات مانند 
[image: image215.wmf](
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، معادلات حرکت بصورت زير ساده مي شوند:
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[image: image217.wmf]0
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فرم ماتريسي معادلات فوق بصورت زير است:
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3-8-ارتعاش سيستم هاي پيوسته

منظور از سيستم پيوسته در اين قسمت، سيستمي با توزيع جرم و خواص ارتجاعي پيوسته مي باشند. بدنه اين سيستم ها بصورت همگن، ايزوتروپيک و تابع قانون هوک و ارتعاش آنها در محدوده الاستيک در نظر گرفته مي شوند. براي تعيين ارتعاشات تمام نقاط اين اجسام، بي نهايت مختصه لازم است و در نتيجه، چنين سيستمي داراي بي نهايت درجه آزادي مي باشد. از نظر رياضي، براي توصيف ارتعاش سيستم هاي پيوسته به هر دو نوع تابع مکاني و زماني نياز است، در نتيجه معادلات ديفرانسيل سيستم بصورت پاره اي خواهند بود. از نقطه نظر فيزيکي، تفاوتي بين سيستم پيوسته و گسسته وجود ندارد. در واقع اگر بتوان جرم پيوسته يک سيستم را بصورت تعدادي جرم متمرکز نقطه اي که بوسيله اعضاي الاستيک به هم متصل شده اند در نظر گرفت، اين سيستم به سيستمي گسسته تبديل خواهد شد. بالعکس، با نزديک شدن درجات آزادي يک سيستم گسسته به بي نهايت، سيستمي پيوسته حاصل خواهد شد.

معادلات ديفرانسيل پاره اي سيستم هاي پيوسته ساده را مي توان از روش هاي تحليلي بدست آورد. اين سيستم ها شامل تارها، ميله ها، تيرها و پوسته ها مي باشند. براي سيستم هايي که داراي پيچيدگي هندسي بيشتري هستند، مجبوريم اين سيستم ها را به کمک روش هاي عددي بصورت گسسته با تعداد درجات آزادي محدود تحليل نماييم و يا اينکه آنها را بصورت ترکيب چند سيستم پيوسته ساده در نظر بگيريم.

3-8-1-تار مرتعش

يک تار انعطاف پذير با جرم واحد طول 
[image: image219.wmf]r

 تحت کشش 
[image: image220.wmf]T

 قرار گرفته است. فرض کنيد تغيير شکل جانبي تار کوچک بوده و همچنين تغييرات کشش در اثر تغيير شکل، کوچک و قابل اغماض باشند. شکل (3-10) نمودار آزاد يک المان تار به طول 
[image: image221.wmf]dx

 را نشان مي دهد.
[image: image222.png]adx
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شکل (3-10): ارتعاش عرضي يک المان تار

با توجه به کوچک بودن تغيير شکل، کشش 
[image: image223.wmf]T

 ثابت بوده و همچنين 
[image: image224.wmf]q
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. معادله حرکت در جهت 
[image: image225.wmf]y

 به کمک قانون دوم نيوتن، بصورت زير حاصل مي شود:
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	(3-68)


و يا
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	(3-69)


از آنجا که 
[image: image228.wmf]x

y
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q

، معادله (3-69) بصورت زير تبديل مي شود:
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	(3-70)


در اين رابطه 
[image: image230.wmf]r
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 سرعت انتشار موج در طول تار است.

با استفاده از روش جداسازي متغيرها که در فصل 2 بيان شد، رابطه (3-70) را مي توان با فرض زير حل کرد:
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	(3-71)


بنابراين
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)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

1

1

1

dt

t

G

d

t

G

c

dx

x

Y

d

x

Y

=


	(3-72)


با توجه به اينکه طرف راست رابطه (3-72) تنها تابعي از زمان و طرف چپ آن تنها تابعي از مکان است، هر دو طرف بايد برابر با عدد ثابتي باشند. با در نظر گرفتن اين ثابت بصورت 
[image: image233.wmf]2
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 خواهيم داشت:
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	(3-73)


حل عمومي معادلات (3-73) عبارتند از:
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	(3-74)
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	(3-75)


در اين رابطه 
[image: image237.wmf]A
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 و 
[image: image238.wmf]D

 مقاديري ثابت مي باشند که به شرايط مرزي (براي ثابت هاي 
[image: image239.wmf]A

B

,

) و شرايط اوليه (براي ثابت هاي
[image: image240.wmf]C

D

,

) بستگي دارند.

بعنوان مثال، يک تار کشيده شده بين دو نقطه ثابت به طول 
[image: image241.wmf]L

 را در نظر مي گيريم. شرايط مرزي عبارتند از:
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حل معادله عبارتست از:
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	(3-76)


با توجه به شرط مرزي دوم:
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	(3-77)
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[image: image246.wmf]n
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 در رابطه فوق، طول موج مي باشد. فرکانس هاي طبيعي تار عبارتند از:

	
[image: image247.wmf]r
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و شکل مودها عبارتند از:

	
[image: image248.wmf](
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	(3-79)


شکل مودهاي اول و دوم تار در شکل (3-11) نمايش داده شده اند.
[image: image249.png]y y
L




شکل (3-11): مودهاي اول و دوم يک تار مرتعش با دو انتهاي ثابت

براي شرايط اوليه عمومي، تار تحت تاثير تمام مودهاي خود ارتعاش خواهد کرد. بنابراين:
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	(3-80)


دو ضريب 
[image: image251.wmf]n
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 و 
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 با توجه به شرايط اوليه 
[image: image253.wmf](
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 (براي 
[image: image256.wmf]C

) تعيين مي شوند.

مثال 3-3

يک تار يکنواخت به طول 
[image: image257.wmf]L

 از دو طرف ثابت بوده و تحت کشش 
[image: image258.wmf]T

 قرار دارد. اگر تغيير شکل اختياري 
[image: image259.wmf](
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 در تار ايجاد شده و سپس رها شود، ارتعاش اين تار را تعيين کنيد.

حل: رابطه (3-80) ارتعاش تار را نشان مي دهد. ضرايب ثابت را مي توان توسط شرايط مرزي زير بدست آورد:
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	(3-81)


3-8-2-ارتعاش پوسته ها

پوسته را مي توان مانند تار اما در حالت دو بعدي در نظر گرفت. بنابراين، تئوري ارتعاش تار را مي توان در اينجا نيز مورد استفاده قرار داد. يک پوسته قابل انعطاف و همگن که توسط منحني 
[image: image263.wmf]c

 در صفحه 
[image: image264.wmf]xy

 محصور شده است، مطابق شکل (3-12) را در نظر بگيريد.
[image: image265.png]T dx

T dx





شکل (3-12): يک پوسته دو بعدي

براي بررسي ارتعاش اين پوسته، چند فرض به شرح زير در نظر گرفته مي شوند:

(1) موقعيت تعادل پوسته، در صفحه 
[image: image266.wmf]xy

 قرار دارد. هر نقطه 
[image: image267.wmf]P

 از پوسته ،به کمک مختصات 
[image: image268.wmf]x

 و 
[image: image269.wmf]y

 آن در وضعيت تعادل مشخص مي شود.

(2) هر نقطه 
[image: image270.wmf](
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 تنها در جهت 
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 حرکت مي کند و جابجايي آن بصورت 
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 نمايش داده مي شود. مقدار 
[image: image273.wmf]w

 در مقايسه با ابعاد پوسته بسيار کوچک است.

(3) کشش يکنواخت بر واحد طول 
[image: image274.wmf]T

، در امتداد لبه به اندازه اي بزرگ است که زاويه صفحه مماس بر پوسته در نقطه 
[image: image275.wmf]P

 با محورهاي 
[image: image276.wmf]x

 و 
[image: image277.wmf]y

 زواياي کوچکي مي سازد. اين نيرو به اندازه اي بزرگ نيست که نتوان آن را در طول ارتعاش ثابت فرض کرد.

معادله حرکت

استخراج معادله حرکت پوسته را با انتخاب يک المان کوچک سطح 
[image: image278.wmf]dxdy

 شروع مي کنيم. اين سطح تحت کشش 
[image: image279.wmf]T

 قرار دارد. مجموع تصاوير دو نيروي 
[image: image280.wmf]Tdy

 روي محور 
[image: image281.wmf]z

 عبارت است از (توجه کنيد که 
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	(3-82)


بطور مشابه، مجموع تصاوير دو نيروي 
[image: image284.wmf]Tdx

 روي محور 
[image: image285.wmf]z

 عبارتست از (توجه کنيد که 
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	(3-83)


اگر 
[image: image288.wmf]m

 جرم واحد سطح پوسته باشد، معادله حرکت بصورت زير خواهد بود:
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و يا
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	(3-85)


در رابطه فوق 
[image: image291.wmf]m
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با استفاده از عملگر لاپلاس 
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معادله (3-85) بصورت زير خواهد شد:
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	(3-86)


رابطه فوق، معادله حرکت پوسته مي باشد.

اگر پوسته تحت تاثير نيروي خارجي که اندازه آن در جهت 
[image: image295.wmf]z

 برابر 
[image: image296.wmf](
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 به ازاي واحد سطح باشد، قرار گيرد معادله حرکت به شکل زير خواهد بود:
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	(3-87)


ارتعاش آزاد يک پوسته مستطيلي

براي حل معادله (3-86) براي يک پوسته مستطيلي به ابعاد 
[image: image298.wmf]a

 و 
[image: image299.wmf]b

 مطابق شکل (3-13) مي توان از روش جداسازي متغيرها استفاده کرد.
[image: image300.png]



شکل (3-13): يک پوسته مستطيلي به ابعاد a و b
حل معادله را بصورت زير در نظر مي گيريم:
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	(3-88)


معادله (3-86) بصورت زير خواهد شد:
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يا
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يا
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طرف چپ معادله (3-91) تنها به 
[image: image305.wmf]x

 و 
[image: image306.wmf]y

 و طرف راست آن تنها به 
[image: image307.wmf]t

 بستگي دارد. بنابراين، مشابه آنچه در مورد تارها ديديم، دو طرف برابر با عددي ثابت مي باشند. اگر اين ثابت را 
[image: image308.wmf]2
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 فرض کنيم خواهيم داشت:
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	(3-92الف)

	
	

	
[image: image310.wmf]X

X

c

Y

Y

¢

¢

-

=

+

¢

¢

2

2

w


	(3-92ب)


سمت چپ معادله (3-92ب) تنها تابعي از 
[image: image311.wmf]y

 و سمت راست آن تابعي از 
[image: image312.wmf]x

 مي باشد. بنابراين با جداکردن متغيرها خواهيم داشت:
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	(3-93الف)
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	(3-93ب)


در رابطه فوق 
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	(3-94)


بنابراين مساله حل معادله (3-86) براي پوسته به مساله حل معادلات ديفرانسيل معمولي (3-92الف) و (3-93) منتهي خواهد شد. اگر پوسته در مرزهاي خود ثابت شده باشد، شرايط مرزي بصورت زير خواهند بود:
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	(3-95)


با اعمال شرايط مرزي در معادله (3-88) خواهيم داشت:
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	(3-96)


با توجه به رابطه فوق روشن است که حل 
[image: image320.wmf]X

 و 
[image: image321.wmf]Y

 بصورت زير خواهد بود:
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	(3-97)


همچنين، ثابت هاي 
[image: image323.wmf]l

 و 
[image: image324.wmf]c

 بايد در روابط زير صدق کنند:
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بنابراين 
[image: image326.wmf]l

 و 
[image: image327.wmf]c

 مطابق رابطه زير مي توانند داراي بي نهايت مقدار باشند:
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	(3-99)


فرکانس طبيعي پوسته مستطيلي که توسط رابطه (3-93) بيان شده است، بصورت زير مي باشد:
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	(3-100)


شکل مود متناظر با هر فرکانس پوسته عبارتست از:
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و معادله ارتعاش بصورت زير است:
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	(3-102)


رابطه فوق، ارتعاش آزاد يک پوسته مستطيلي با مرزهاي ثابت را توصيف مي کند. در حالت کلي، پوسته داراي حرکت هماهنگ با فرکانس 
[image: image332.wmf]mn

w

 مي باشد. نقاطي از پوسته که هنگام ارتعاش در يک مود ساکن مي مانند، تشکيل خطي مي دهند که به خط گره اي موسوم است. بعنوان مثال، هنگامي که پوسته در مود اول (پايه) خود در حال ارتعاش است، بعبارت ديگر 
[image: image333.wmf]1
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 مي باشد، خطوط گره اي لبه هاي پوسته مي باشند.

مشابه تار، حل عمومي معادله (3-86) ترکيبي خطي از تمام 
[image: image334.wmf]mn

w

 ها مي باشد. يعني:
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	(3-103)


ثابت هاي 
[image: image336.wmf]mn

A

 و 
[image: image337.wmf]mn

B

 با توجه به شرايط اوليه تعيين مي شوند. فرض کنيد شرايط اوليه پوسته بصورت زير باشد:
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	(3-104)


با اعمال اين شرايط در رابطه (3-103) خواهيم داشت:
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	(3-105)


با استفاده از خاصيت تعامد توابع مثلثاتي، مقادير ثابت بصورت زير تعيين مي شوند:
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مثال 3-4

حل ارتعاش آزاد يک پوسته مربعي و خطوط گره اي شکل مودهاي آن را بدست آوريد

حل: براي يک پوسته مربعي به طول 
[image: image341.wmf]a

، فرکانس هاي طبيعي عبارتند از:
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برخي از اين فرکانس هاي طبيعي عبارتند از:
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شکل مود متناظر با فرکانس طبيعي اول 
[image: image344.wmf]11
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 بصورت زير است:
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ارتعاش آزاد پوسته مربعي توسط رابطه زير بيان مي شود:
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خطوط گره اي در اين حالت، لبه هاي 
[image: image347.wmf]0
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 مي باشند. شکل مودهاي متناظر با فرکانس طبيعي 
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) عبارتند از:


[image: image352.wmf]a

y

a

x

U

p

p

2

sin

sin

12

=



[image: image353.wmf]a

y

a

x

U

p

p

sin

2

sin

21

=


معادله ارتعاشات به ترتيب عبارتند از:
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[image: image355.wmf]÷
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براي ساده سازي در بدست آوردن خطوط گره اي فرض کنيد 
[image: image356.wmf]0
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، سپس با جمع کردن ارتعاشات فوق (که داراي فرکانس يکسان مي باشند) خواهيم داشت:
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بنابراين، خطوط گره اي توسط معادله زير تعيين مي شوند:
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و يا 
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بنابراين به ازاي شرايط مرزي مختلف، که منجر به مقادير متفاوت 
[image: image360.wmf]12
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 و 
[image: image361.wmf]21

A

 مي شوند، خطوط گره اي متفاوت خواهند بود. با اين حال، تمام اين خطوط بدون استثنا از نقطه مرکزي 
[image: image362.wmf]2
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، که به قطب موسوم است، مي گذرند.

3-8-3-ارتعاش طولي يک ميله

مشابه سيستم هاي پيوسته قبل، براي اندازه گيري ارتعاش يک ميله، لازم است فرضياتي که عموماً برقرار مي باشند، در نظر گرفته شوند. ميله همگن و نازک مي باشد. سطح مقطع عمود بر محور ميله حين ارتعاش همچنان بصورت صفحه و عمود بر محور باقي مي ماند. يک ميله الاستيک به طول 
[image: image363.wmf]L

 با سطح مقطع متغير 
[image: image364.wmf](
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، مطابق شکل (3-14) را در نظر بگيريد.
[image: image365.png]P+aP




شکل (3-14): ارتعاش طولي يک ميله

فرض کنيد چگالي جرمي ميله 
[image: image366.wmf]r

 و مدول يانگ آن 
[image: image367.wmf]E

 باشد. نيروهاي مؤثر روي سطح مقطع المان کوچک 
[image: image368.wmf]dx

 از ميله، 
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 و 
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 بوده و تنش محوري توسط روابط زير حاصل مي شوند:
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و
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اينجا، 
[image: image373.wmf]x
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 کرنش محوري مي باشد. اگر نيروي محوري خارجي به ازاي واحد طول را با 
[image: image374.wmf](
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 نشان دهيم، معادله حرکت المان کوچک ميله بصورت زير خواهد بود:
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يا
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براي يک ميله يکنواخت بدون نيروي خارجي 
[image: image377.wmf]f

، اين معادله بصورت زير ساده مي شود:
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با استفاده از روش جداسازي متغيرها، حل معادله (3-110) بصورت زير خواهدبود:
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	(3-112)


در رابطه فوق، ثابت هاي 
[image: image381.wmf]A

 و 
[image: image382.wmf]B

 به کمک شرايط مرزي و ثابت هاي 
[image: image383.wmf]C

 و 
[image: image384.wmf]D

 به کمک شرايط اوليه تعيين مي شوند.

مثال 3-5

فرکانس هاي طبيعي، شکل مودها و حل ارتعاش آزاد طولي يک ميله يکسر آزاد-يکسر گيردار را بدست آوريد

حل: شرايط مرزي عبارتند از:
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با اعمال اين شرايط در معادله (3-112) خواهيم داشت:
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بنابراين فرکانس هاي طبيعي بصورت زير حاصل مي شوند:
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و يا

 
[image: image388.wmf](

)

,...

2

,

1

,

0

    

2

1

2

=

+

=

n

L

c

n

n

p

w


شکل مودها عبارتند از:
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حل ارتعاش آزاد ميله بصورت زير مي باشد:
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و يا
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مقادير ثابت در رابطه فوق بصورت زير بدست مي آيند:
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3-8-4-ارتعاش عرضي يک تير

هنگامي که يک تير نازک در جهت عمود بر محور طولي ارتعاش کند، تغيير شکل آن عمدتاً در اثر خمش خواهد بود. چنين ارتعاشي، به ارتعاش عرضي موسوم است.

معادله حرکت

نمودار آزاد يک المان کوچک تير را مطابق شکل (3-15) در نظر بگيريد.
[image: image393.png]



شکل (3-15): نمودار آزاد يک المان کوچک تير

در فصل دوم، معادله حرکت اين سيستم در جهت 
[image: image394.wmf]y

 بر اساس قانون دوم نيوتن بصورت زير حاصل شد:
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با صفر قرار دادن نيروي خارجي 
[image: image396.wmf](
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، ارتعاش آزاد يک تير يکنواخت بصورت زير توصيف مي شود:
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ارتعاش آزاد

همانطور که در فصل دوم ديديم، حل ارتعاش آزاد تير را مي توان بصورت زير نوشت:
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حل معادله (2-153) بصورت زير است:
	
[image: image400.wmf](
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ضرايب ثابت 
[image: image401.wmf]A

 و 
[image: image402.wmf]B

 توسط شرايط اوليه تعيين مي شوند. حل معادله (2-152) را مي توان به شکل زير در نظر گرفت:
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[image: image404.wmf]s

 و 
[image: image405.wmf]C

 مقادير ثابتي هستند، بنابراين:
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بنابراين 
[image: image408.wmf]b
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بنابراين، حل معادله (2-152) عبارتست از:
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که ثابت هاي 
[image: image410.wmf]1

C

 تا 
[image: image411.wmf]4

C

 توسط شرايط مرزي سيستم تعيين مي شوند.

اين حل را بصورت زير نيز مي توان نوشت:
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	(3-117)



[image: image413.wmf]1

C

 تا 
[image: image414.wmf]4
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 در اين حالت، مقادير متفاوتي نسبت به قبل دارند.

شرايط مرزي

از معادله (3-117) مشاهده مي شود که چهار ضريب ثابت بايد از شرايط مرزي بدست آيند. براي يک تير در حالت کلي، هر سر شامل دو شرط مرزي مي باشد، بنابراين شرايط مرزي  براي بدست آوردن ثابت ها کافي مي باشند.

شرايط مرزي براي حالت هاي معمول مربوط به تيرها، بصورت زير خلاصه مي شوند:

(1) سر آزاد
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(2) سر با مفصل ساده
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(3) سر گيردار
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فرکانس هاي طبيعي و شکل مودها

فرکانس هاي طبيعي تير از رابطه (2-152) بصورت زير حاصل مي شوند:
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شکل مود تير توسط رابطه (3-117) بدست مي آيد.

مودهاي متعامد 
[image: image422.wmf](
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 در معادله (2-152) صدق مي کنند. بنابراين براي مودهاي 
[image: image423.wmf]i

 ام و 
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 ام داريم:
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با ضرب معادله (3-119) در 
[image: image427.wmf]j

Y

 و معادله (3-120) در 
[image: image428.wmf]i

Y

 و کم کردن نتايج از هم و در نهايت، انتگرال گيري از نتايج در طول تير، خواهيم داشت:
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و يا 
[image: image430.wmf](
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طرف راست اين رابطه براي هر يک از شرايط مرزي آزاد، گيردار و يا مفصلي صفر است. زيرا:

براي سر آزاد:          
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براي سر مفصلي      
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بنابراين ثابت مي شود که:
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اين رابطه بيانگر خاصيت تعامد مودهاي تير در ارتعاش عرضي مي باشد.

مثال 3-6

فرکانس هاي طبيعي و شکل مودهاي يک تير با تکيه گاه هاي مفصلي را بيابيد.

حل: شرايط مرزي عبارتند از:
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[image: image440.wmf](
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با اعمال اين شرايط مرزي در معادله (3-117) نتيجه خواهد شد:
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فرکانس هاي طبيعي توسط رابطه زير بدست مي آيند:
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و شکل مود بصورت زير مي باشد:
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