فصل ششم

آناليز مودال سيستم هاي چند درجه آزادي ميرا

تئوري آناليز مودال سيستم چند ذرجه آزادي ناميرا مي تواند براي تحليل سازه هاي ديناميکي با ميرايي ناچيز مورد استفاده قرار گيرد. حضور ميرايي کل تئوري ارائه شده در فصل 5 را تغيير نمي دهد. با اين وجود، براي تعميم تئوري آناليز مودال به حالت سيستم چند درجه آزادي ميرا، عمليات رياضي بيشتري مورد نياز است.

دو مدل اصلي ميرايي که در آناليز مودال بکار مي روند مدل هاي ميرايي ويسکوز و سازه اي مي باشند. اين مدل ها مشابه مدل هايي است که در مورد سيستم هاي يک درجه آزادي بکار مي روند با اين تفاوت که در اين حالت بر روي سيستم هاي چند درجه آزادي پياده مي شوند. مشابه خواص جرم و سختي، توزيع ميرايي و مقدار آن هر دو حائز اهميت مي باشد.

معادلات وابسته يک سيستم چند درجه آزادي ناميرا را مي توان به کمک خواص تعامد از يکديگر جدا نمود. در نتيجه، تحليل هر يک از مودها بطور جداگانه به راحتي امکان پذير مي شود. اما با حضور ميرايي، در حالت کلي جدا کردن معادلات حرکت مشکل و يا غيرممکن مي باشد. بنابراين سيستم هاي چند درجه آزادي ميرا به پردازش رياضي بيشتري نياز دارند.

در بررسي يک سيستم ديناميکي چند درجه آزادي ميرا، مقايسه با سيستم يک درجه آزادي ميرا همواره مي تواند مفيد باشد.

6-1-مدل هاي ميرايي تناسبي

مدل ميرايي تناسبي اولين مدل تحليلي مورد استفاده براي بررسي ميرايي در سيستم چند درجه آزادي مي باشد. بر خلاف خصوصيات جرم و سختي، اغلب نمي توان ميرايي را مدل کرد. اين امر، نقطه ضعفي در تحليل سيستم چند درجه آزادي ميرا به شمار مي رود. پيشنهاد ميرايي تناسبي، باعث امکان پذيري بهتر تحليل در اين زمينه گرديد.

ميرايي تناسبي کاربردهاي قابل ملاحظه اي در تحليل اجزاي محدود در مواقعي که تاثير ميرايي مهم بوده و نياز به حصول نتايج بامعني مي باشد، دارد. در تئوري آناليز مودال، اهميت ميرايي تناسبي هنگامي روشن مي شود که يک سيستم با ميرايي تناسبي داراي شکل مودهايي مشابه سيستم ناميراي متناظر با آن است.

بحث را با تحليل ارتعاش آزاد شروع مي کنيم. اگر توزيع ميرايي يک سيستم 
[image: image1.wmf]n

 درجه آزادي را توسط ماتريس ميرايي 
[image: image2.wmf][
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 نمايش دهيم، معادله حرکت ماتريسي سيستم بصورت زير خواهد بود:

	(6-1)
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در اين رابطه، ماتريس 
[image: image4.wmf][
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 مثبت- معين و يا مثبت-نيمه معين مي باشد. بر خلاف حالت ناميرا، در حالت کلي مجموعه مختصات اصلي که معادلات (6-1) را از يکديگر جدا کنند، وجود ندارد. همانطور که در فصل 5 بيان شد، با استفاده از ماتريس شکل مود 
[image: image5.wmf][

]

F

 مي توان ماتريس هاي جرم و سختي را قطري نمود. با اين حال، ماتريس ميرايي 
[image: image6.wmf][
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 را نمي توان قطري کرد و در نتيجه معادلات حرکت بصورت وابسته باقي خواهند ماند. تنها توزيع ميرايي که به کمک آن، ماتريس ميرايي 
[image: image7.wmf][
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 را مي توان مانند ماتريس هاي جرم 
[image: image8.wmf][
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 و سختي 
[image: image9.wmf][
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 قطري نمود، ميرايي تناسبي نام دارد.

مدل ميرايي تناسبي سهم زيادي در گسترش اوليه آناليز مودال داشته است. با در نظر گرفتن ميرايي تناسبي، مي توان يک سازه را بدون نياز به عمليات رياضي پيچيده، با استفاده از تئوري سيستم چند درجه آزادي ناميرا تحليل نمود. پيشنهاد ميرايي تناسبي اولين بار بسيار پيشتر از مبحث آناليز مودال مطرح شده است. رايلي در کار خود تحت عنوان تئوري صوت، که در سال 1845 براي اولين بار منتشر شد، خاطرنشان مي کند که اگر ماتريس ميرايي ويسکوز 
[image: image10.wmf][
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 با ماتريس هاي جرم و سختي متناسب باشد ( و يا اين که اگر نيروهاي ميرايي متناسب با انرژي هاي جنبشي و پتانسيل سيستم باشند)، مي توان نوشت:
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که 
[image: image12.wmf]a

 و 
[image: image13.wmf]b

 اعداد ثابت حقيقي و مثبت مي باشند. به اين ترتيب، معادلات (6-1) را مي توان مانند معادلات سيستم ناميرا از يکديگر جدا کرد. با جايگذاري رابطه (6-2) در معادله (6-1) خواهيم داشت:
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با انجام فرآيند جداسازي مانند حالت ناميرا با استفاده از ماتريس شکل مود ناميرا (اين ماتريس با فرض 
[image: image15.wmf][
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 از معادله (6-1) بدست مي آيد)، معادلات از يکديگر جدا خواهند شد:
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	(6-5)
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ماتريس قطري 
[image: image18.wmf][
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 در رابطه فوق، ماتريس ميرايي مودال و يا ماتريس تعميم يافته ميرايي سيستم ناميده مي شود. روشن است که ماتريس شکل مود ناميراي 
[image: image19.wmf][
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 قادر است ماتريس ميرايي تناسبي را مانند ماتريس هاي جرم و سختي، به فرم قطري درآورد. بنابراين، 
[image: image20.wmf][
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 (که ماتريسي حقيقي مي باشد) ماتريس شکل مود سيستم با مدل ميرايي تناسبي ويسکوز نيز مي باشد. اين موضوع در آناليز مودال مهمترين مشخصه مدل ميرايي تناسبي مي باشد.

رابطه (6-5) شامل 
[image: image21.wmf]n

 معادله جداگانه مي باشد. با استفاده از تئوري سيستم يک درجه آزادي ، فرکانس طبيعي ميراي مود 
[image: image22.wmf]r

 ام سيستم يعني 
[image: image23.wmf]r
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 را مي توان توسط رابطه زير بدست آورد:
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	(6-7)
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مشابه سيستم يک درجه آزادي ، 
[image: image26.wmf]r

z

 بعنوان نسبت ميرايي تعريف مي شود. تفاوت در اينجاست که اين بار نسبت ميرايي مربوط به مود 
[image: image27.wmf]r

 ام مي باشد. رابطه (6-7) نشان مي دهد که نسبت ميرايي براي يک سيستم با ميرايي ويسکوز تناسبي در هر مود متفاوت مي باشد.

ميرايي تناسبي، که توسط رابطه (6-2) تعريف شد، تنها مدل ميرايي نيست که امکان جداسازي معادلات حرکت سيستم را فراهم مي آورد. فرم کلي تري براي مدل ميرايي ويسکوز بصورت زير ارائه مي شود:

	(6-8)
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رابطه فوق با فرض اين که 
[image: image29.wmf][
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 ماتريسي قطري است بدست مي آيد. با اين فرض مي توان نوشت:
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با استفاده از روابط (5-17) و (5-18)، معادله فوق به رابطه (6-8) تبديل خواهد شد.

علاوه بر ميرايي ويسکوز در تحليل يک سيستم چند درجه آزادي از مدل ميرايي سازه اي نيز استفاده مي شود. معادله حرکت يک سيستم n درجه آزادي با ميرايي سازه اي بصورت زير مي باشد:

	(6-9)
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در رابطه فوق 
[image: image32.wmf][
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 ماتريس ميرايي سازه اي و 
[image: image33.wmf]j

 عدد واحد موهومي مي باشد. اين نمايش مشابه با همان رابطه اي است که در مورد سيستم يک درجه آزادي بکار مي رود. اگر ماتريس ميرايي 
[image: image34.wmf][
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 باجرم و سختي متناسب باشد، مي توان نوشت:
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در اين رابطه، 
[image: image36.wmf]m

 و 
[image: image37.wmf]u

 اعداد ثابت حقيقي و مثبت مي باشند. مانند حالت ميرايي ويسکوز تناسبي، مي توان ديد که ماتريس شکل مود سيستم در اين حالت مشابه ماتريس شکل مود سيستم ناميرا مي باشد. فرکانس هاي طبيعي سيستم توسط روابط زير حاصل مي شوند:

	(6-11)
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	(6-12)
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در اين رابطه، 
[image: image40.wmf]r

h

 بعنوان ضريب اتلاف ميرايي مود ارتعاشي 
[image: image41.wmf]r

 ام تعريف مي شود. رابطه (6-12) نشان مي دهد که ضريب اتلاف ميرايي براي سيستمي با مدل ميرايي سازه اي تناسبي، براي هر مود متفاوت مي باشد. اگر ماتريس ميرايي فقط با ماتريس سختي متناسب باشد(
[image: image42.wmf]0
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m

)، ضريب اتلاف ميرايي براي تمام مودها برابر مقدار ثابت 
[image: image43.wmf]u

 خواهد بود.

6-2-مدل ميرايي ويسکوز غيرتناسبي

در صورتي که ميرايي يک سيستم 
[image: image44.wmf]n

 درجه آزادي غيرتناسبي باشد، حل معادله (6-1) بصورت زير خواهد بود:
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در رابطه فوق، 
[image: image46.wmf]s

 اپراتور لاپلاس و 
[image: image47.wmf]{
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 برداري مختلط شامل دامنه هاي جابجايي مي باشد. بنابراين معادله (6-1) بصورت زير نوشته خواهد شد:
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اين رابطه، يک مساله مقدار ويژه مختلط مرتبه دوم مي باشد. حل اين مساله، با استفاده از روش فضاي حالت که در فصل 1 به آن اشاره شد، امکان پذير مي باشد. در اين روش، يک بردار جابجايي جديد بصورت زير تعريف مي شود:
	(6-15)
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معادله (6-1) را با استفاده از اين بردار جديد مي توان به يک معادله ماتريسي با ابعاد دو برابر به شکل زير تبديل نمود:
	(6-16)
	
[image: image50.wmf][

]

[

]

[

]

{

}

[

]

[

]

[

]

{

}

{

}

0

 

 

0

:

 

 

 

:

 

=

+

y

K

y

M

C

&




با در نظر گرفتن تساوي زير:
	(6-17)
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معادله (6-1) بصورت زير تبديل خواهد شد:
	(6-18)
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يا
	(6-19)
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معادله (6-19) يک مساله مقدار ويژه معمولي بوده و حل آن شامل 
[image: image54.wmf]N
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 مقدار ويژه مختلط 
[image: image55.wmf]r
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 (بصورت جفت هاي مزدوج مختلط) و 
[image: image56.wmf]n
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 بردار ويژه 
[image: image57.wmf]{
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 (بصورت جفت هاي مزدوج مختلط) متناظر با مقادير ويژه، مي باشد. اين بردارها و مقادير ويژه، در رابطه زير صدق مي کنند:
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بردارهاي ويژه مختلط 
[image: image59.wmf]{
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 را مي توان به ترتيب صعودي مقادير ويژه متناظر با آنها و به منظور تشکيل ماتريس بردار ويژه 
[image: image60.wmf][
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 مرتب نمود. خواص تعامد براي اين مساله مقدار ويژه تعميم يافته بصورت زير بيان مي شوند:
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	(6-22)
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	(6-23)
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اين جواب ها بيانگر وجود مودهاي طبيعي ميراشونده مي باشد. با اين وجود، اين مودها با مودهاي طبيعي ناميرا، که در آن ها اختلاف فاز تمام المان هاي بردار ويژه 0 يا 180 درجه مي باشد،متفاوت مي باشند. براي سيستمي با ميرايي غيرتناسبي، بين بخش هاي مختلف سيستم اختلاف فاز وجود دارد که اين امر باعث ايجاد مودهاي مختلط مي شود. اين اختلاف فاز مؤيد اين واقعيت است که در مودهاي ناميرا، تمام نقاط سازه بطور همزمان از موقعيت هاي تعادل عبور مي کنند در حالي که براي مودهاي مختلط اين موضوع صدق نمي کند. بنابراين، مودهاي ناميرا داراي نقاط و يا خطوط گره اي مشخص مي باشند در حالي که مودهاي مختلط خطوط گره اي ثابتي ندارند. طراحي رابطه (6-18) به صورتي است که از متقارن بودن ماتريس هاي 
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 و 
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 در معادله ترکيبي (6-18) اطمينان حاصل مي شود. ساير حالت ها، مانند حالت زير:
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به يک مساله مقدار ويژه جديد به شکل زير منجر خواهد شد:
	(6-25)
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در رابطه فوق، عدم تقارن در ماتريس اول ممکن است به مشکلات عددي در محاسبه فرکانس ها و شکل مودها بيانجامد.

6-3-مدل ميرايي سازه اي غيرتناسبي

معادله حرکت يک سيستم چند درجه آزادي با ميرايي سازه اي غيرتناسبي قبلاً توسط رابطه (6-9) بيان شده است:
	(6-9)
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مانند حالت يک درجه آزادي ، ماتريس ميرايي سازه اي را مي توان بعنوان قسمت موهومي ماتريس سختي مختلط، که بصورت زير تعريف مي شود، در نظر گرفت:

	(6-26)
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حل معادله (6-9) را مي توان بصورت زير نوشت:
	(6-27)
	
[image: image70.wmf](

)

{

}

{

}

t

j

e

X

t

x

l

 

=




در اين رابطه، 
[image: image71.wmf]l

 فرکانس مختلط است شامل هر دو مؤلفه نوساني و ميرايي و 
[image: image72.wmf]{
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 بردار مختلط دامنه هاي جابجايي مي باشد. اگر اين شکل جواب در معادله (6-9) جايگزين شود، به مساله مقدار ويژه مختلط زير منجر خواهد شد:
	(6-28)
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حل معادله (6-28) شامل ماتريس قطري مقدار ويژه 
[image: image74.wmf][
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 و ماتريس بردار ويژه 
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]

Y

 مي باشد. رابطه مقدار ويژه 
[image: image76.wmf]2

r

l

 با فرکانس طبيعي 
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w

 و ضريب اتلاف ميرايي سيستم 
[image: image78.wmf]r

h

 بصورت زير مي باشد:
	(6-29)
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[image: image80.wmf]r
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 بعنوان فرکانس طبيعي مختلط سيستم شناخته مي شود. ماتريس 
[image: image81.wmf][
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 ماتريس فرکانس طبيعي سيستم مي باشد. بردار ويژه متناظر يعني 
[image: image82.wmf]{

}

r

Y

، برداري مختلط مي باشد. اگر تمام بردارهاي ويژه به ترتيب صعودي مقادير ويژه متناظر 
[image: image83.wmf]r
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 کنار يکديگر قرار داده شوند، ماتريس مختلط حاصل، ماتريس شکل مود سيستم 
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 خواهد بود. شکل مود مختلط 
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 يکتا نمي باشد زيرا تمام مضارب آن نيز در معادله (6-28) صدق مي کنند.

خواص تعامد سيستم بصورت زير بيان مي شود:
	(6-30)
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	(6-31)
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	(6-32)
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در اين حالت جرم مودال 
[image: image89.wmf]r
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 و سختي مودال 
[image: image90.wmf]r

k

، مقاديري مختلط مي باشند.

از مطالب بخش هاي 6-2 و 6-3 روشن است که يک سيستم چند درجه آزادي با مدل ميرايي سازه اي نسبت به مدل ميرايي ويسکوز به عمليات رياضي ساده تري نيازمند است. در مواردي که استفاده از مدل هاي ميرايي مختلف اثر چنداني روي نتايج خروجي نداشته باشد، استفاده از مدل ميرايي سازه اي در آناليز مودال بسيار راحت تر مي باشد.

6-4-مودهاي نرمال شده باجرم در يک سيستم چند درجه آزادي ميرا

تمام توجيه هايي که براي نرماليزه کردن شکل مودهاي يک سيستم چند درجه آزادي ناميرا بيان شد، براي سيستم ميرا نيز برقرار است. براي سيستمي با ميرايي سازه اي، فرآيند استخراج شکل مودها مشابه آنچه در مورد سيستم ناميرا بيان شد مي باشد، تنها با اين تفاوت که در اين حالت با اعداد مختلط سروکار خواهيم داشت. رابطه (6-30) ماتريس جرم مودال مختلط سيستم را تعيين مي کند. ماتريس شکل مود نرمال شده باجرم  
[image: image91.wmf][
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F

 بصورت زير بدست مي آيد:

	(6-33)
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مي توان نشان داد که ماتريس مختلط 
[image: image93.wmf][
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، بدون توجه به اين که کداميک از ضرايب ماتريس شکل مود 
[image: image94.wmf][
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 بکار رفته باشد، منحصر به فرد مي باشد. با استفاده از شکل مودهاي نرمال شده باجرم ، تعامد سيستم چند درجه آزادي بصورت زير بيان مي شود:
	(6-34)
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	(6-35)
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در رابطه (6-34)، ماتريس جرم، ماتريسي مختلط با بخش موهومي صفر در نظر گرفته مي شود.

با استفاده از شکل مودهاي نرمال شده باجرم مي توان ماتريس FRF سيستم چند درجه آزادي با ميرايي سازه اي را بصورت زير قطري نمود:

	(6-36)
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اين رابطه براي استخراج ساختار مودال يک FRF مختلط مفيد مي باشد.

6-5-توابع پاسخ فرکانسي يک سيستم چند درجه آزادي ميرا

6-5-1-ماتريس سختي ديناميکي و ماتريس رسپتانس

ماتريس سختي ديناميکي 
[image: image98.wmf](
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 و ماتريس FRF رسپتانس 
[image: image99.wmf](
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 مربوط به يک سيستم چند درجه آزادي ميرا را مي توان دقيقاً مشابه سيستم ناميرا بصورت زير تعريف کرد:

	(6-37)
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	(6-38)
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مفهوم فيزيکي رسپتانس تکي 
[image: image102.wmf](

)

w

a

ij

 در فصل 5 بيان شد. بطور خلاصه، 
[image: image103.wmf](
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 بيانگر نسبت پاسخ جابجايي در درجه آزادي 
[image: image104.wmf]i

 ام به ورودي نيروي منفرد که در درجه آزادي 
[image: image105.wmf]j

 ام به سيستم اعمال مي شود، تعريف مي شود. اين موضوع در مورد سيستم چند درجه آزادي ميرا نيز برقرار است. FRF در چنين سيستمي به دليل وجود ميرايي، تابعي مختلط از فرکانس 
[image: image106.wmf]w

 با بخش موهومي غيرصفر مي باشد و البته مقدار آن در فرکانس طبيعي سيستم، بي نهايت نمي باشد.

6-5-2-ساخت FRF رسپتانس با استفاده از مودهاي ارتعاشي

استخراج ماتريس FRF رسپتانس از معکوس ماتريس سختي ديناميکي روشي متداول نمي باشد. بعلاه، اين روش هيچ ديدي از ساختار مودال يک FRF بدست نمي دهد. مشابه حالت ناميرا، که در فصل 5 بررسي شد، ماتريس رسپتانس يک سيستم چند درجه آزادي با ميرايي سازه اي را مي توان با توجه به داده هاي مودال سيستم بصورت زير بدست آورد:

	(6-39)
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مي توان ديد که ماتريس 
[image: image108.wmf](
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 مختلط، متقارن و همواره داراي رتبه کامل مي باشد. همين بررسي نشان مي دهد که براي يک FRF رسپتانس 
[image: image109.wmf](
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، رابطه (6-39) را مي توان بصورت زير نوشت:
	(6-40)
	
[image: image110.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

...

w

l

f

f

w

l

f

f

w

l

f

f

w

a

-

+

+

-

+

-

=

n

kn

jn

k

j

k

j

jk




اين رابطه ظاهراً مشابه آنچه براي سيستم ناميرا بدست آمده بود، مي باشد. با اين وجود، صورت کسرهاي سمت راست رابطه، که مؤلفه هاي ماتريس شکل مود مي باشند، مقاديري مختلط مي باشند. فرکانس هاي طبيعي که در مخرج کسرها ظاهر شده اند، نيز اعدادي مختلط مي باشند.

از مقايسه با رابطه (5-45) مشخص مي شود که با استفاده از مدل ميرايي سازه اي، تئوري آناليز مودال براي سيستم هاي ميرا و ناميرا تقريباً مي تواند بصورتي يکسان بيان گردد. با استفاده از ثابت مودال، رابطه (6-40) را مي توان بصورت زير بازنويسي نمود:

	(6-41)
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	(6-42)
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	(6-43)
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بنابراين ستون 
[image: image114.wmf]p

 ام ماتريس 
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 بصورت زير نوشته مي شود:

	(6-44)
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در رابطه اخير:
	(6-45)
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ماتريس 
[image: image118.wmf][
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 به ماتريس ثابت مودال مربوط به ستون 
[image: image119.wmf]p

 ام ماتريس رسپتانس 
[image: image120.wmf](
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، موسوم است. هر ستون ماتريس 
[image: image121.wmf](
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 داراي يک ماتريس ثابت مودال خاص خود مي باشد. شکل مودهاي نرمال شده باجرم  سيستم را مي توان با استفاده از اين ماتريس ها بدست آورد.

6-5-3-نمايش و مشخصات FRF يک سيستم چند درجه آزادي ميرا

مشابه سيستم يک درجه آزادي، FRF يک سيستم چند درجه آزادي را نيز مي توان به منظور شناسايي مشخصات آن به روش هاي مختلف گرافيکي نمايش داد. FRF يک سيستم ناميرا از برخي نمايش هاي گرافيکي مفيد محروم مي باشد، بعنوان مثال به دليل صفر بودن قسمت موهومي نمي توان نمودار نايکوئيست را رسم کرد. FRF سيستم هاي چند درجه آزادي ميرا داراي اين نقص نمي باشند و در نتيجه تنوع بيشتري در روش هاي نمايش داده هاي آن وجود دارد.

در اين بخش، از يک سيستم چهار درجه آزادي با ميرايي سازه اي غيرتناسبي استفاده خواهيم کرد. ماتريس هاي اين سيستم به شرح زيرند:


[image: image122.wmf][

]

[

]

[

]

m

N

H

m

N

K

kg

M

/

  

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

5

0

0

0

0

20

/

  

2000

1000

0

0

1000

2000

1000

0

0

1000

2000

1000

0

0

1000

2000

   

      ,   

  

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

-

-

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=


(1) نمودار دامنه-فاز و نمودار لگاريتمي

نمودار دامنه-فاز FRF يک سيستم چند درجه آزادي ميرا شامل نمودار دامنه و فاز آن بر حسب فرکانس مي باشد. شکل (6-1) دامنه و فاز موبيليتي 
[image: image123.wmf](
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 مربوط به سيستم چهاردرجه آزادي فوق را در مقياس خطي نشان مي دهد. همانطور که انتظار مي رود، رزونانس ها بخش اصلي نمودار را تشکيل مي دهند. با تغيير محسوس مقدار فاز در نمودار فاز به وجود مودهاي ارتعاشي پي مي بريم.

مشابه حالت ناميرا، براي استفاده بهتر از اطلاعات دامنه FRF از نمودار با مقياس دسي بل استفاده مي شود. شکل (6-2) رسپتانس، 
[image: image124.wmf](
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، سيستم چهار درجه آزادي را در مقياس دسي بل نشان مي دهد. با استفاده از اين نمودار، نه تنها چهار رزونانس سيستم قابل مشاهده اند بلکه آنتي رزونانس ها را نيز به راحتي مي توان تعيين نمود. شکل (6-3) چهار رسپتانس سيستم مربوط به درجه آزادي اول را در مقياس دسي بل نشان مي دهد. رزونانس ها، آنتي رزونانس ها و مي نيمم ها به راحتي قابل مشاهده مي باشند. اين موضوع نشان مي دهد که چرا مقياس خطي براي نمودار FRF توصيه نمي شود.
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شکل (6-1): FRF موبيليتي 
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 سيستم چهار درجه آزادي در مقياس خطي
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شکل (6-2): FRF رسپتانس 
[image: image128.wmf](
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 سيستم چهار درجه آزادي در مقياس 
[image: image129.wmf]dB


براي بررسي خواص مجانبي، بايد FRF سيستم چند درجه آزادي را بصورت لگاريتمي نمايش داد. خواص مجانبي بيان شده در فصل 5، در اينجا نيز همچنان قابل استفاده مي باشند. زيرا ميرايي عمدتاً باعث تغيير دامنه FRF در نزديکي رزونانس ها، آنتي رزونانس ها و مينيمم ها مي شود. فرکانس هاي رزونانس و آنتي رزونانس تغييرات چشمگيري نسبت به حالت ناميرا ندارند. از نظر تئوري، اين امر تاثيري روي خواص مجانبي سيستم نخواهد داشت. البته اگر ميرايي باعث شود که FRF ها بطور قابل ملاحظه اي مختلط شوند، خواص مجانبي استخراج شده ديگر صحيح نخواهند بود. شکل (6-4) نمودار لگاريتمي FRF نقطه اي 
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 سيستم چهار درجه آزادي را به فرم هاي رسپتانس، موبيليتي و اکسلرانس نشان مي دهد.
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شکل (6-4): نمودار لگاريتمي-لگاريتمي اولين FRF نقطه اي سيستم چهار درجه آزادي به فرم هاي رسپتانس، موبيليتي و اکسلرانس

(2) نمودارهاي حقيقي و موهومي

نمودارهاي حقيقي و موهومي شامل نمودار قسمت حقيقي FRF و قسمت موهومي FRF بر حسب فرکانس مي باشند. براي يک سيستم چند درجه آزادي با ميرايي سازه اي، قسمت هاي حقيقي و موهومي توسط عبارات تحليلي زير بدست مي آيند:
	(6-46)
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	(6-47)
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شکل هاي (6-5) و (6-6) نمودار بخش هاي حقيقي و موهومي يکي از FRF هاي سيستم چهار درجه آزادي را نشان مي دهند.
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شکل (6-5): قسمت حقيقي FRF رسپتانس سيستم چهار درجه آزادي
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شکل (6-6): قسمت موهومي FRF رسپتانس سيستم چهار درجه آزادي
(3) نمودار نايکوئيست

مزيت اصلي استفاده از نمودار نايکوئيست در سيستم يک درجه آزادي، خاصيت دايره اي بودن آن در صفحه مختلط مي باشد. اين موضوع در مورد سيستم چند درجه آزادي ميرا نيز برقرار است. خاصيت دايره اي، مانند سيستم يک درجه آزادي، دقيق نمي باشد زيرا در اين حالت مودهاي ارتعاشي بر روي هم تاثير مي گذارند. با اين حال، در نزديکي يک مود ارتعاشي، مي توان فرض کرد که FRF تنها تحت تاثير اين مود قرار دارد. بنابراين نمودار نايکوئيست همچنان يکي از مفيدترين نمايش هاي گرافيکي FRF در سيستم هاي چند درجه آزادي ميرا مي باشد. شکل (6-7) نمودار نايکوئيست يکي از FRF هاي سيستم چهار درجه آزادي را نشان مي دهد. در عمل به دليل کم بودن گام هاي داده برداري فرکانسي، اين نمودار بصورت دايره هاي کامل نخواهد بود.

[image: image136.png]Real

]
Imaginary





شکل (6-7): نمودار نايکوئيست يک FRF سيستم چهار درجه آزادي

تاثير محلي زياد مودها بر FRF و دايره اي بودن تقريبي نمودار نايکوئيست براي FRF يک سيستم چند درجه آزادي، بيانگر آن است که تئوري يک درجه آزادي در اين سيستم ها نيز قابل استفاده مي باشد. اين امر، افق گسترده اي را در تعميم روش هاي يک درجه آزادي براي سيستم هاي چند درجه آزادي ترسيم مي نمايد. اين موضوع در فصل 9 بيشتر بررسي خواهد شد.

(4) نمودار سختي ديناميکي

براي FRF سيستم يک درجه آزادي، اين نمودار ارتباط ميان پارامترهاي مودال و پارامترهاي فضايي سيستم را به شکل ساده اي بيان مي کند. اين سادگي در مورد سيستم چند درجه آزادي تا حد زيادي از بين مي رود. نامعادله زير بيانگر اين نکته است که نمودار سختي ديناميکي FRF سيستم چند درجه آزادي شباهتي با آنچه در مورد سيستم يک درجه آزادي بيان شد، ندارد:

	(6-48)
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علاوه بر عدم سادگي در تفسير اين نمودار براي FRF سيستم هاي چند درجه آزادي ، مختلط بودن ثابت هاي مودال نيز بر پيچيدگي آن مي افزايد. اين مختلط بودن باعث ايجاد عدم تقارن در نمودارهاي حقيقي و موهومي FRF مي شود، به گونه اي که اين نمودارها در حوالي رزونانس، داراي قسمت هاي حقيقي و موهومي کاملاً مجزا نخواهد بود.

نمايش هاي مختلف يک FRF سيستم چند درجه آزادي به روشن تر شدن جوانب مختلف آن منجر مي شود. اگرچه در اطلاعات موجود در يک FRF با نمايش هاي مختلف آن تغييري حاصل نمي شود، با اين حال اين نمايش هاي مختلف، برخي از اين اطلاعات را واضح تر نمايش مي دهند. اين امر مي تواند به آناليز مودال اطلاعات موجود کمک شاياني نمايد. در ادامه، با روش هاي مختلف آناليز مودال که بر اساس اين نمودارها مي باشند، آشنا خواهيم شد.

[image: image138.png]x 10*

$SOUYNIS DIBUAQ

5000

4000

3000

2000

1000

Frequency square




شکل (6-8): قسمت حقيقي قسمت حقيقي سختي ديناميکي 
[image: image139.wmf](
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 سيستم چهار درجه آزادي

6-6-پاسخ زماني يک سيستم چند درجه آزادي ميرا

مشابه FRF سيستم يک درجه آزادي که در فصل 4 بيان شد، FRF سيستم چند درجه آزادي ميرا را نيز مي توان بر حسب مانده ها و ريشه هاي مختلط به شکل زير نوشت:

	(6-49)
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ريشه هاي 
[image: image141.wmf]r
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 و 
[image: image142.wmf]*

r

l

 و مانده هاي 
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 مزدوج مختلط مي باشند. با استفاده از عملگر لاپلاس بعنوان متغير، تابع تبديل بين درجات آزادي 
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 و 
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 بصورت زير خواهد بود:
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در اين رابطه
	(6-51)
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تبديل معکوس لاپلاس اين تابع برابر پاسخ ضربه سيستم چند درجه آزادي بين درجات آزادي 
[image: image149.wmf]i

 و 
[image: image150.wmf]k

 و به شکل زير مي باشد:
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در رابطه فوق
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در حالت کلي، پاسخ ارتعاش آزاد سيستم چند درجه آزادي مربوط به درجه آزادي 
[image: image153.wmf]i

 ام متشکل از پاسخ هاي زماني است که شامل تک تک مودهاي ارتعاشي سيستم مي باشد. اين امر، معادل مشارکت تمام مودهاي ارتعاشي در يک FRF مي باشد. پاسخ را مي توان بصورت زير نوشت:

	(6-53)
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در رابطه فوق، 
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 ام از ستون 
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 ام ماتريس 
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 شکل مود مي باشد.

پاسخ اجباري يک سيستم چند درجه آزادي ميرا را مي توان با استفاده از تبديل لاپلاس و معکوس آن بدست آورد. معادله حرکت سيستم تحت يک نيروي خارجي دلخواه عبارت است از:

	(6-54)
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به کمک تبديل لاپلاس و با در نظر گرفتن شرايط اوليه صفر خواهيم داشت:

	(6-55)
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بنابراين، پاسخ اجباري سيستم در حوزه 
[image: image161.wmf]s

 بصورت زير خواهد بود:
	(6-56)
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به کمک تبديل معکوس لاپلاس، پاسخ در حوزه زمان به شکل زير خواهد بود:

	(6-57)
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براي انجام اين تبديل، بايد شرايط اوليه سيستم مشخص باشند.

6-7-مودهاي نرمال اجباري يک سيستم چند درجه آزادي ميرا

در حالت کلي، شکل مودهاي يک سيستم ميرا مختلط بوده و با شکل مودهاي ناميراي آن، که ميرايي آن صفر فرض شده باشد، متفاوت است. تنها استثنا، مربوط به مدل ميرايي تناسبي مي باشد.

معادلات حرکت يک سيستم ناميرا را مي توان با استفاده از مختصات اصلي آن، از يکديگر جدا نمود. در نتيجه، معمولاً مودها از يکديگر مستقل مي باشند. اين مودها به مودهاي نرمال موسومند. براي ارتعاش در مود نرمال، تمام نقاط سيستم داراي حرکت هماهنگ بوده و بطور همزمان از موقعيت تعادل عبور مي کنند.

وجود ميرايي غير تناسبي اين خاصيت را از بين مي برد زيرا جداسازي معادلات از يکديگر ديگر ممکن نخواهد بود. با اين وجود، به کمک مجموعه اي از نيروهاي هماهنگ براي متعادل کردن نيروهاي ميرايي، مي توان مودهاي ارتعاشي نرمال يک سيستم چند درجه آزادي ميرا را نيز تحريک نمود. يک سيستم 
[image: image164.wmf]n

 درجه آزادي با ميرايي ويسکوز که تحت تاثير نيروهاي خارجي با فرکانس 
[image: image165.wmf]w

 قرار گرفته است را در نظر بگيريد. معادله حرکت ماتريسي سيستم بصورت زير است:

	(6-58)
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فرض کنيد حل معادله (6-58) به شکل زير باشد:

	(6-59)
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براي هر فرکانس تحريک 
[image: image168.wmf]w

، 
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 حل به فرم رابطه (6-59) وجود دارد. براي هر مود 
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، يک زاويه فاز 
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 و يک توزيع نيروي متناظر 
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 که براي تحريک آن لازم است، موجود مي باشد. پاسخ سيستم تحت اين شرايط، مودهاي نرمال اجباري نام دارند. مودهاي نرمال اجباري، مودهاي تاخير فاز مشخصه اي نيز ناميده مي شوند.

حال، معادله (6-58) را مي توان به قسمت هاي حقيقي و موهومي بصورت زير تجزيه کرد:

	(6-60)
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	(6-61)
	
[image: image174.wmf][

]

[

]

(

)

[

]

[

]

{

}

{

}

F

X

C

M

K

=

+

-

 

sin

 

cos

 

 

 

 

2

q

w

q

w




رابطه (6-60) را مي توان بصورت زير بازنويسي نمود:

	(6-62)
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رابطه فوق يک مساله مقدار ويژه است. براي هر فرکانس 
[image: image176.wmf]w

، 
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 مقدار ويژه 
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 بردار ويژه 
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 وجود دارد به گونه اي که:
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از مقايسه با حل مساله مقدار ويژه و همچنين خاصيت تعامد سيستم چند درجه آزادي ناميرا، خواهيم داشت:
	(6-64)
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رابطه (6-64) نشان مي دهد که هر مقدار ويژه 
[image: image183.wmf]i
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 تابعي پيوسته از فرکانس 
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 مي باشد. اگر 
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 کوچک باشد، 
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 نيز کوچک خواهد بود. هنگامي که 
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 به يکي از فرکانس هاي طبيعي ناميراي سيستم، مثلاً 
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، نزديک شود، 
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 به سمت بي نهايت رفته و در نتيجه 
[image: image190.wmf]i
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 برابر 
[image: image191.wmf]2
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 خواهد بود. بردار ويژه تعريف شده توسط رابطه (6-63) همان شکل مود سيستم ميرا مي باشد.

روابط (6-63) و (6-64) نشان مي دهند که در هر فرکانس 
[image: image192.wmf]w

، شکل مودها تنها به شکل يا توزيع ماتريس 
[image: image193.wmf][
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 بستگي داشته و به شدت آن بستگي ندارند. اگر تمام المان هاي ماتريس 
[image: image194.wmf][
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 در يک ضريب ثابت ضرب شوند، مطابق رابطه (6-64)، مقادير ويژه 
[image: image195.wmf]i
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 در همان عدد ضرب خواهند شد. بنابراين، مطابق رابطه (6-63) که شکل مود را بيان مي کند، کل معادله در همان عدد ضرب شده و نهايتاً شکل مود تغييري نخواهد کرد.

رابطه (6-63) را مي توان بصورت زير بازنويسي نمود:

	(6-65)
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با جايگذاري 
[image: image197.wmf]2
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 در رابطه فوق، مي توان نوشت:
	(6-66)
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اين رابطه، مبناي تئوري تست مودال توسط چمدين لرزاننده و به منظور تحريک مودهاي ناميراي يک سازه ميرا مي باشد. جالب است که بدانيم هنگامي که مودهاي ناميرا به اين صورت تحريک مي شوند، نوع ميرايي تاثيري روي کار نخواهد داشت.

مي توان ديد که اگر فرکانس 
[image: image199.wmf]w

 با يکي از فرکانس هاي طبيعي ناميراي 
[image: image200.wmf]i
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 برابر باشد، شکل مود متناظر با هريک از مقادير ويژه 
[image: image201.wmf]i
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 ( که اکنون برابر بي نهايت مي باشد و يا بعبارت ديگر 
[image: image202.wmf]i
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 برابر 
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 مي باشد) با شکل مود سيستم ناميرا يکسان خواهد بود. در اين حالت، نيروهاي لازم از رابطه (6-61) بصورت زير بدست مي آيند:
	(6-67)
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6-8-نکاتي در مورد مودهاي مختلط

شايد مهمترين نتيجه مدل ميرايي غير تناسبي در آناليز مودال، ايجاد مودهاي ارتعاشي مختلط باشد. مفهوم شکل مود در مورد سيستم هاي ناميرا و مفهوم فيزيکي آن به خوبي قابل تفسير مي باشد. در صورتي که شکل مود سازه مختلط باشد، نقاط روي سازه ديگر همفاز و يا در فاز متقابل نخواهند بود.

از نظر رياضي مي توان عوامل ايجاد مودهاي مختلط را شناسايي نمود. اگر يک سازه ديناميکي بصورت يک سيستم چند درجه آزادي با ماتريس هاي جرم، سختي و ميرايي مدل شود، شکل مودهاي آن که در واقع بردارهاي ويژه سيستم مي باشند، در صورتي مختلط خواهند بود که : (الف) يک يا تعداد بيشتري از ماتريس ها متقارن نباشند، يا (ب) ماتريس ميرايي به کمک شکل مودهاي ناميرا قابل قطري شدن نباشد. در حالت اول، ماتريس هاي جرم و سختي معمولاً متقارن مي باشند. در صورت وجود نيروهاي ژيروسکوپي ناشي از دوران، يک ماتريس ميرايي پادمتقارن پديدار مي گردد. در اين حالت حتي اگر هيچ ماتريس ميرايي ويسکوز و يا سازه اي وجود نداشته باشد، مساله مقدار ويژه منجر به شکل مودهايي مختلط خواهد شد. در حالت دوم، اگر ميرايي غيرتناسبي باشد بردارهاي ويژه سيستم، مختلط خواهند بود. اگر معادلات در فضاي حالت نوشته شوند، مشاهده خواهد شد بردارهاي ويژه بدست آمده که مي توانند دو ماتريس سيستم را قطري نمايند، نمي توانند ماتريس ميرايي را قطري نمايند.

شکل مودهاي مختلط وجوه مشترکي نيز با شکل مودهاي حقيقي دارند. در صورت استفاده از مدل ميرايي سازه اي، مودهاي مختلط نسبت به ماتريس جرم و ماتريس سختي مختلط سيستم با يکديگر متعامد مي باشند. در مدل ميرايي ويسکوز، تعامد شکل مودها نسبت به ماتريس هاي 
[image: image205.wmf][

]
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 و 
[image: image206.wmf][

]

B

، که در رابطه (6-20) تعريف شدند، خواهد بود. با توجه به اين خواص تعامد، شکل مودهاي مختلط مي توانند معادلات حرکت (در مدل ميرايي سازه اي) و يا معادلات بازسازي شده حرکت (در مدل ميرايي ويسکوز) را از يکديگر جدا کنند.

بر خلاف مودهاي حقيقي، المان هاي شکل مود داراي زواياي فاز مختلفي بين 0 تا 180 درجه مي باشند. اين بدان معناست که نقاط واقع بر سازه، با وجود آنکه با فرکانس يکساني ارتعاش مي نمايند، بطور همزمان از موقعيت تعادل عبور نخواهند کرد. در نتيجه، نقاط گره اي سازه ثابت نخواهند بود. اين نقاط با فرکانسي که توسط ميزان مختلط بودن شکل مود تعيين مي شود، حرکت مي کنند.

مشکل واقعي مودهاي مختلط در آناليز مودال بررسي و شبيه سازي آنها نمي باشد، بلکه مشکل در شناسايي آنها به کمک مفاهيم و تئوري استخراج داده هاي مودال است. در چنين حالتي معمولاً پاسخ هاي صحيح براي مقايسه وجود ندارند. در نتيجه ممکن است از يک سري اطلاعات FRF نتايج و تفسيرهاي مختلفي حاصل شود. سوال اصلي اين است که چگونه مي توان از صحت مودهاي مختلط حاصل، اطمينان يافت. عوامل مختلفي در آناليز مودال وجود دارند که مي توانند به استخراج مودهاي مختلط محاسباتي منجر شوند. بعنوان مثال، اگر دو مود حقيقي نزديک به هم به درستي و با دقت لازم تحليل نشوند، ممکن است به دو مود مختلط تبديل شوند. وجود انحراف در فاز ثابت هاي مودال نيز ممکن است به مودهاي مختلط غير واقعي منجر شود. وجود خواص غيرخطي نيز ممکن است باعث استخراج مودهاي مختلط نادرست گردد.

تعيين کمّي ميزان مختلط بودن يک مود مختلط مشکل است اما به پارامتري براي اين کار جهت تحليل مودها نياز است. روشن ترين معيار مختلط بودن يک شکل مود، مقدار زواياي فاز المان هاي آن است. هر چقدر اين زوايا از 0 و 180 درجه دورتر باشند، بخش موهومي بزرگتري خواهند داشت. حداکثر اين انحراف زاويه، 90 درجه مي باشد. با اين وجود، مي بينيم که انحراف فاز تنها چيزي نيست که حائز اهميت است. اگر تمام المان ها در يک مود داراي فاز 90 درجه باشند آن مود اصولاً مختلط نخواهد بود. بنابراين، مي توانيم پارامتري را بعنوان معياري براي مختلط بودن مودال تعريف کرده و آن را ضريب مختلط بودن(؟!) مودال بناميم. اين ضريب، معياري کمّي از انحراف نرمال فاز شکل مود مختلط با محاسبه مقدار متوسط اختلاف فاز با فاز ميانگين مي باشد. درصد نسبت بين اين مقدار با ماکزيمم انحراف 90 درجه بيانگر ميزان مختلط بودن مودال مي باشد.
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