فصل هشتم

روش هاي آناليز مودال در حوزه فرکانسي

آناليز مودال شامل فرآيند استخراج پارامترهاي مودال شامل فرکانس هاي طبيعي، ضرايب ميرايي و ثابت هاي مودال به کمک داده هاي حاصل از اندازه گيري مي باشد.  از انجا که داده هاي تست مي تواند بصورت پاسخ فرکانسي (FRF) و يا پاسخ ضربه (IRF) باشد، روش هاي مختلف آناليز مودال در حوزه فرکانسي و حوزه زمان گسترش داده شده اند.  

آنليز مودال در حوزه فرکانسي بر اساس برازش منحني روي داده هاي تست به کمک يک مدل رياضي از پيش تعيين شده روي سازه مورد نظر مي باشد.  اين مدل شامل اطلاعات مربوط به تعداد درجات آزادي سازه، مدل ميرايي و احتمالاً تعداد مودهاي ارتعاشي در محدوده فرکانسي اندازه گيري مي باشد.  فرضيات مدل عبارات رياضي برازش منحني مربوط به هر پاسخ فرکانسي را ديکته مي کند.  در نتيجه، کار اصلي در اين بخش يک فرآيند برازش منحني به منظور استخراج پارامترهاي مودال به کمک داده هاي تجربي مي باشد.

دقت آناليز مودال تنها به کيفيت برازش منحني روي داده هاي پاسخ فرکانسي بستگي ندارد.  واضح است که هرچقدر پاسخ هاي فرکانسي اندازه گيري شده دقيق تر باشند، شانس بيشتري براي انجام يک برازش منحني دقيق خواهيم داشت. از نظر رياضي دقت يک برازش منحني را مي توان بوسيله تعريف يک تابع سعي و خطا و تلاش براي مي نيمم کردن اين تابع، کنترل نمود. اين راهبرد در صورتي موفقيت آميز خواهد بود که مدل رياضي صحيحي بکار گرفته شود. 

براي آناليز مودال در حوزه فرکانسي، مدل رياضي مورد استفاده در حقيقت عبارت مربوط به تابع پاسخ فرکانسي مي باشد. در اينجا چند سؤال مطرح مي شود. اول آنکه يک سازه داراي بي نهايت درجه آزادي است، در نتيجه  FRFهاي اندازه گيري شده حاوي اطلاعاتي مربوط به مودهاي خارج از محدوده فرکانسي مورد آزمايش نيز مي باشند. فرض کنيم سازه بصورت يک سيستم N درجه آزادي گسسته سازي شود. عبارت تحليلي مربوط به پاسخ فرکانسي سيستم بصورت زير خواهد بود:
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اگر تنها m مود اول در ناحيه فرکانسي اندازه گيري قرار گيرد (بازه فرکانسي از صفر شروع مي شود)، عبارت زير 
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اثرات مودهاي خارج از بازه اندازه گيري را در بر نمي گيرد. از آنجا که اين مودها اندازه گيري نشده اند، هيچ داده اي نيز براي تحليل آنها در دست نمي باشد. يک راه حل آن است که اثرات مودهاي غيرقابل مشاهده را توسط يک عبارت مانده با فرکانس بالا بصورت زير نمايش دهيم:
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اين عبارت مانده معمولاً بصورت خطي در نظر گرفته مي شود، بنابراين آناليز مودال بدون ايجاد مشکلي ناشي از مودهاي غيرقابل مشاهده انجام مي شود. به هر حال اين نکات بيانگر آن است که مدل رياضي آناليز مودال بر اساس پاسخ هاي فرکانسي اندازه گيري شده، ذاتاً داراي نوعي نارسايي مي باشد. 

تابع خطا، مانند هر برازش منحني رياضي ديگري، معمولاً بصورت اختلاف بين تخمين پاسخ هاي فرکانسي بر اساس مودهاي ارتعاشي با پاسخ هاي فرکانسي اندازه گيري شده مي باشد:
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در اين رابطه، 
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 پاسخ فرکانسي اندازه گيري شده است. بسياري از روش هاي آناليز مودال بر اساس مي نيمم سازي اين تابع خطا استوار مي باشد. همانگونه که قبلاً بيان شد، اعتبار و دقت نتايج علاوه بر دقت داده هاي اندازه گيري به صحت عبارت تحليلي براي پاسخ فرکانسي 
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 نيز بستگي دارد.

8-2-تشخيص مودهاي ارتعاشي از داده هاي FRF اندازه گيري شده

جدا از اين که چه روشي براي آناليز مودال بکار خواهد رفت، سؤالي اساسي که مطرح مي شود آن است که چه تعداد مود ارتعاشي در محدوده فرکانسي مورد مطالعه وجود دارند و اين که آيا هر ماکزيممي در نمودار FRF واقعاً بيانگر وجود يک مود ارتعاشي مي باشد؟. اينجا يک معماي واقعي مطرح مي باشد. تعداد دقيق مودها در صورتي حاصل خواهند شد که آناليز مناسب انجام شده باشد اما انجام آناليز مناسب بدون دانستن تعداد مودها در ابتدا، غيرممکن است. سؤال بعد اين است که آيا واقعاً دانستن تعداد مودها در محدوده مورد مطالعه، براي گرفتن نتايج با معنا و مفيد لازم است؟

با توجه به تئوري بيان شده در بخش هاي قبل (بخصوص بخش هاي 5 و 6) مي دانيم که يک FRF به شکل هاي مختلفي نمايش داده شود. برخي از آنها براي تعيين مودهاي ارتعاشي مناسب ترند. همچنين بايستي از نمايش هاي FRF که براي تعيين مودهاي ارتعاشي زياد مناسب نمي باشند، احتراز نمود. 

اغلب نمودار دامنه مقادير FRF بر حسب فرکانس بعنوان بهترين نمودار براي تعيين مودهاي ارتعاشي با توجه به نمايش قله هاي رزونانسي در آن در نظر گرفته مي شود. اين توجيه به دو دليل منطقي نمي باشد:اول آنکه کليه مودها در تمام نمودارهاي FRF ظاهر نمي شوند. ثانياً هر پيکي در نمودار FRF لزوماً نمايانگر يک مود نمي باشد. بعنوان مثال شکل (8-1)را، که FRF هاي اندازه گيري شده از سازه اي متشکل از چند تير را نشان مي دهد، در نظر بگيريد. اين نمودار شامل چندين پيک است که در اثر نويز ايجاد شده است. همچنين برخي مودهاي واقع در اين بازه فرکانسي در اين نمودار قابل مشاهده نمي باشند.
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شکل (8-1): دامنه يک  FRFنقطه اي اندازه گيري شده از سازه يک تير

تعيين مودهاي ارتعاشي پيش از انجام آناليز بر اساس چندين نمودار FRF انجام مي شود. يک روش مناسب، جمع کردن تمام نمودارهاي FRF با يکديگر در مقياس لگاريتمي مي باشد. با اين کار اطمينان حاصل مي شود که مودهاي ارتعاشي در نمودار حاصله کاملاً مشخص مي باشند. اين مجموع داراي مفهوم فيزيکي خاصي نمي باشد و صرفاً راهبردي عددي است. در اينکه پيک هاي بزرگ اين نمودار مودهاي ارتعاشي هستند ترديدي نخواهد بود، هرچند پيک هاي جزئي ممکن است در مجموع فوق اثر زيادي نداشته باشند.

نمودار فاز FRF نيز مي تواند در اين زمينه کمک کند. از نظر تئوري، هر مود ارتعاشي باعث ايجاد 180 درجه اختلاف فاز مي شود. با وجود ميرايي اين تغيير فاز وضوح کمتري خواهد داشت. عملاً در اندازه گيري، نمودار فاز حساسيت زيادي به نويز دارد. به عبارت ديگر ممکن است تغييرات فازي در نمودار مشاهده شود که به دليلي غير از رزونانس بوجود آمده اند. در اين حالت نمودار فاز مرجع اطلاعاتي مناسبي براي تعيين مودها نمي باشد. 

روش هاي ديگري، مانند روش هايي که بر اساس SVD مي باشند، نيز موجود است. امکان خطاي تمام روش ها در حالتي که مودها به هم نزديکند زياد است. اگر دو مود واقعاً نزديک به يکديگر باشند، تشخيص دادن آنها از يک مود بسيار مشکل است. اين حالت اغلب بيشتر از آنچه تصور مي شود اتفاق مي افتد زيرا بسياري از سازه هاي واقعي داراي مقداري تقارن هندسي مي باشند. وجود تقارن از نظر تئوري باعث ايجاد مودهاي تکراري مي شود. وجود نقايص سازه اي و يا خطاي اندازه گيري باعث مي شود اين مودهاي تکراري به مودهاي نزديک به هم تبديل شوند. در يک نمودار FRF اندازه گيري شده، مودهاي نزديک به هم اغلب بصورت يک مود منفرد به نظر مي آيند. 

نمودار نايکوئيست ابزاري قدرتمند براي براي تعيين مودها مي باشد. يک مود واقعي اثري دايره اي روي نمودار نايکوئيست ايجاد مي کند. يک پيک رزونانسي غير واقعي باعث ايجاد خطي راست در صفحه نايکوئيست خواهد شد.
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شکل (8-2): فاز مربوط به FRF در شکل 8-1

8-3-استخراج اطلاعات مودال از داده هاي FRF –روش هاي يک درجه آزادي (SDOF)

تمام روش هاي يک درجه آزادي بر اين اساس است که در محدوده يک رزونانس، FRF بيشترين تاثير را از آن مود گرفته و اثر ساير مودها در اين محدوده قابل اغماض است. اگر اين فرض را بپذيريم، داده هاي FRF يک سيستم چند درجه آزادي (MDOF) يا يک سازه واقعي را مي توان بصورت يک درجه آزادي در هر ناحيه تحليل کرد. با توجه به سادگي اين مدل رياضي، مي توان برازش منحني براي استخراج پارامترهاي مودال را براي هر مود بطور جداگانه انجام داد. 
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شکل (8-3): اعمال فرض يک درجه آزادي روي يک MDOF FRF
در عمل مدل يک درجه آزادي را مي توان بصورت زير تعميم داد. براي اين کار، به جاي صرفنظر کردن از اثرات ساير مودها در محدوده يک رزونانس، اين اثرات بصورت يک ثابت مختلط در نظر گرفته مي شود. اگر مودها کاملاً از هم جدا باشند، اين فرض منطقي خواهد بود. برخي روش هاي کاربردي آناليز مودال بر مبناي فرض تعميم يافته يک درجه آزادي مي باشند. در شکل (8-5) خواهيم ديد که اين فرض چگونه در روش برازش دايره اعمال مي شود. 

8-3-1-روش پيک پيکينگ

شايد روش پيک پيکينگ ساده ترين روش يک درجه آزادي در آناليز مودال باشد. اين روش half-power نيز ناميده مي شود. اين روش مسقيماً بر اساس فرض يک درجه آزادي مي باشد. در اين روش با داده ها در محدوده رزونانس، مانند داده هاي يک سيستم يک درجه آزادي برخورد مي شود. مراحل اين روش به شرح زير است:

(الف) تخمين فرکانس طبيعي

فرکانس طبيعي مود انتخاب شده r ام با توجه به مقدار پيک FRF يعني 
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(ب) تخمين ميرايي

براي تعيين ميرايي، ابتدا فرکانس هاي 
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 و 
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 در دو طرف پيک رزونانسي با دامنه 
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 انتخاب مي شوند. ضريب اتلاف ميرايي يا نسبت ميرايي با توجه به عرض پيک رزونانسي و مطابق روابط زير حاصل مي شود:
	(8-5)
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	(8-6)
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(پ) تخمين ثابت مودال

با توجه به مدل يک درجه آزادي مقدار پيک FRF از رابطه 
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 بدست مي آيد. در نتيجه، ثابت مودال 
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 حاصل خواهد شد. براي مدل ميرايي ويسکوز اين رابطه به 
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 تبديل خواهد شد. 

با توجه به سادگي، روش پيک پيکينگ (شکل 8-4) براي آناليز اوليه روشي مناسب است اما اين روش دقت چنداني ندارد. تعيين فرکانس طبيعي و ثابت مودال در اين روش بر اساس مقدار پيک FRF مي باشد که اندازه گيري دقيق آن بسيار مشکل است. ميرايي تنها با توجه به دو نقطه با فرکانس هاي 
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 بدست آمده و اطلاعات ساير نقاط FRF در تعيين آن دخالتي ندارند. بعلاوه، اين دو نقطه با ميانيابي حاصل مي شوند و به احتمال زياد نقاطي اندازه گيري شده نمي باشند. همچنين واضح است که در اين روش راهکاري براي در نظر گرفتن اثرات نويز در داده هاي FRF وجود ندارد. 
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شکل (8-4): روش پيک پيکينگ

بطور کلي روش پيک پيکينگ براي داده هاي FRF با ميرايي کم، داراي مودهاي جدا از هم و تراکم داده برداري بالا مناسب مي باشد.

8-3-2-روش برازش دايره

روش برازش دايره يکي از کاربردي ترين روش هاي يک درجه آزادي در آناليز مودال مي باشد. مبناي اين روش دايره اي بودن نمودار داده هاي FRF يک درجه آزادي همانگونه که در فصل 4 بيان شد، مي باشد. با در نظر گرفتن مدل ميرايي سازه ي نمودار نايکوئيست رسپتانس 
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 به شکل دايره اي با معادله زير خواهد بود:
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با استفاده از اين خاصيت منحصر به فرد، مدل برازش منحني دقيق و مناسبي در آناليز مودال ارائه مي شود. 

هنگام استفاده از خاصيت دايره اي بودن سيستم يک درجه آزادي براي آناليز FRF هاي چند درجه آزادي، ابتدا بايد فرض يک درجه آزادي بودن برقرار باشد. البته مي توان حوالي يک مود، از اثرات ساير مودها صرفنظر نمود اما اين فرض به سختي در عمل ارضا مي شود. با اين حال روش برازش دايره را مي توان بر اساس فرضي ساده تر نيز بيان کرد. رسپتانس يک سيستم N درجه آزادي، همانگونه که در بخش 6 گفته شد، بصورت زير نوشته مي شود:
	(8-7)
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اگر بخواهيم مود r ام را آناليز کنيم، با جدا کردن آن از مجموع مودها مي توان نوشت:
	(8-8)
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اگر عبارت مجموع در رابطه فوق با يک عدد مختلط بصورت زير تقريب زده شود:
	(8-9)
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در اين صورت نمودار نايکوئيست همچنان دايره اي خواهد بود اما اين دايره به اندازه بردار مختلط 
[image: image29.wmf]jk
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 نسبت به مرکز صفحه مختلط، مطابق شکل (8-5)، جابجا مي شود. 
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شکل (8-5): انتقال دايره نايکوئيست توسط يک عدد ثابت مختلط

[image: image31.png]¢}




شکل (8-6): نحوه تعيين فرکانس طبيعي

از آنجا که مشخصات مودال با توجه به خواص دايره بدست مي آيد، موقعيت نسبي دايره در صفحه مختلط تاثيري روي آناليز نخواهد داشت. به اين ترتيب فرض يک درجه آزادي بودن سيستم اعمال مي شود، به اين معني که هنگام آناليز بدون توجه به ثابت مختلط 
[image: image32.wmf]jk
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 مي توان از مدل رياضي سيستم يک درجه آزادي استفاده کرد. 

استخراج پارامترهاي مودال از برازش دايره به همان ترتيبي است که در روش پيک پيکينگ عمل شد، يعني ابتدا فرکانس طبيعي، سپس ضريب اتلاف ميرايي و درنهايت ثابت مودال بدست مي آيد. دقت اطلاعات مودال بدست آمده از اين روش بطور قابل توجهي نسبت به روش قبل بالاتر مي باشد. براي تخمين فرکانس طبيعي، اولين گام برازش يک دايره روي داده هاي FRF انتخاب شده است. اين نقاط در محدوده پيک رزونانسي انتخاب مي شوند. 

از نظر رياضي مي توان ثابت کرد که فرکانس طبيعي 
[image: image33.wmf]r

w

 در مکاني واقع است که نرخ تغيير طول کمان، روي دايره نايکوئيست ماکزيمم باشد. با توجه به شکل (8-6) خواهيم داشت:

	(8-10)
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و يا
	(8-11)
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با مشتق گيري از رابطه اخير مي توان نوشت:
	(8-12)
	
[image: image36.wmf](
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فرکانسي که در آن مقدار 
[image: image37.wmf]2

w

q

d

d

 ماکزيمم مي شود از رابطه زير بدست مي آيد:
	(8-13)
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اگر ضريب اتلاف ميرايي 
[image: image39.wmf]r

h

 کوچک باشد، مي توان از تقريب زير استفاده نمود:
	(8-14)
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عبارت فوق به اين معناست که فرکانسي که در آن نرخ حرکت مکان فرکانس ها روي کمان دايره اي ماکزيمم است، برابر فرکانس طبيعي مي باشد. از آنجا که ممکن است تعداد فرکانس هاي اندازه گيري شده در FRF کافي نباشد، براي محاسبه دقيق تر فرکانس طبيعي از ميانيابي استفاده مي شود. 

پس از تعيين موقعيت دقيق فرکانس طبيعي روي دايره نايکوئيست، ضريب اتلاف ميرايي با توجه به داده هاي FRF و مطابق رابطه زير محاسبه مي شود:
	(8-15)
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از نظر تئوري با در نظر گرفتن هريک از داده هاي FRF بايد ضريب ميرايي يکساني حاصل شود. با اين وجود به دليل نويزهاي اندازه گيري، خواص غيرخطي يا خطا، ضريب ميرايي بدست آمده از نقاط مختلف داده هاي FRF متفاوت خواهند بود. بنابراين تخمين هاي مختلف 
[image: image42.wmf]r
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 مي تواند معيار مناسبي براي کنترل صحت آناليز باشد. بعنوان مثال، همانگونه که در شکل (8-7) مشاهده مي شود، اگر موقعيت فرکانس طبيعي 
[image: image43.wmf]r
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 بطور صحيح انتخاب نشده باشد، تخمين هاي مربوط به 
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 تغييراتي سيستماتيک نسبت به نقاط داده هاي FRF قبل و بعد از 
[image: image45.wmf]r
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 خواهد داشت. 
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شکل (8-7): نمودار ميرايي مربوط به تخمين هاي دقيق و غيردقيق فرکانس طبيعي

همچنين مي توان براي محاسبه ضريب ميرايي يک نقطه FRF قبل و يک نقطه بعد از فرکانس طبيعي انتخاب کرد. اگر اين دو نقطه، متناظر با دو فرکانس 
[image: image47.wmf]a
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 و 
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 ، مطابق شکل (8-8)، باشد با توجه به رابطه (8-10) خواهيم داشت:
	(8-16) 
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	(8-17) 
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با ترکيب دو معادله اخير خواهيم داشت:
	(8-18) 


	
[image: image51.wmf]2

tan

2

tan

1

-

2

2

2

b

a

r

b

a

r

q

q

w

w

w

h

+

=




[image: image52.png]Im

Re




شکل (8-8): تخمين ميرايي به کمک دايره نايکوئيست

با انتخاب زوج نقاط مختلف از داده هاي FRF ، که يکي قبل و ديگري بعد از فرکانس طبيعي قرار دارند، مجموعه اي از ضرايب ميرايي حاصل خواهد شد. اگر اين مقادير را بر حسب تعداد نقاط داده رسم کنيم، نموداري سه بعدي از تخمين هاي ميرايي بدست خواهد آمد. در حالت ايده آل اين نمودار بصورت يک صفحه تخت افقي خواهد بود. با اين وجود، اين نمودار به خطاي محاسبه فرکانس طبيعي، نويز و خواص غيرخطي در داده هاي FRF حساس است. از اين موضوع مي توان بعنوان شاخصي براي ارزيابي کيفيت پارامترهاي مودال بدست آمده استفاده کرد. شکل (8-9) دو نمودار سه بعدي ميرايي مربوط به دو تخمين دقيق و غيردقيق براي 
[image: image53.wmf]r
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 را نشان مي دهد. 
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شکل (8-9): نمودار سه بعدي ميرايي مربوط به تخمين هاي دقيق و غيردقيق فرکانس طبيعي

آخرين پارامتري که بايد محاسبه شود، ثابت مودال است. اين کار به کمک قطر دايره نايکوئيست انجام مي شود.  قطر دايره مود r ام مربوط به پاسخ فرکانسي 
[image: image55.wmf](
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 نمايش داده مي شود، در موقعيت فرکانس طبيعي 
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 توسط رابطه زير تعيين مي شود:
	(8-19) 
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پس از برازش دايره، قطر آن نيز مشخص خواهد شد. بنابراين ثابت مودال را مي توان به کمک رابطه زير بدست آورد:
	(8-20) 
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زاويه فاز ثابت مودال 
[image: image60.wmf]jk
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 به کمک موقعيت فرکانس طبيعي بدست مي آيد. 

بطور خلاصه، روش برازش دايره در سيستم يک درجه آزادي در مراحل زير انجام مي شود:

1) يک مود ارتعاشي را از روي پيک رزونانس رسپتانس انتخاب کنيد

2) نقاط مورد نظر را روي داده هاي رسپتانس در نمودار نايکوئيست تعيين کنيد

3) دايره اي روي نقاط انتخاب شده برازش کنيد

4) مکان فرکانس طبيعي را با توجه به ماکزيمم تغييرات کمان روي دايره تعيين کرده، زاويه فاز ثابت مودال را نيز بدست آوريد

5) مقدار ضريب ميرايي را بدست آوريد

6) اندازه ثابت مودال با توجه به قطر دايره و فاز آن را با توجه به مکان فرکانس طبيعي روي دايره بدست مي آيد

8-3-3-روش FRFمعکوس

روش ديگري که مي توان به جاي برازش دايره براي سيستم يک درجه آزادي استفاده کرد، بر اساس رفتار خطي معکوس FRF مي باشد. در فصل 4 ديديم که معکوس رسپتانس در يک سيستم يک درجه آزادي داراي ساختاري بسيار ساده است يعني بخش هاي حقيقي و موهومي آن توابعي خطي از 
[image: image61.wmf]w

 يا 
[image: image62.wmf]2

w

 مي باشند. با استفاده از اين خاصيت مي توان به جاي برازش دايره، از برازش يک خط راست استفاده کرد. در حالتي که با FRF هاي يک سيستم چند درجه آزادي سروکار داريم، به دليل وجود مودهاي مختلط و اثرات آنها بر يکديگر اين سادگي از بين مي رود. تنها زماني مي توان از حالت ساده خط راست در آناليز مودال استفاده نمود که عوامل ياد شده قابل اغماض باشند. 

اگر بتوانيم فرض کنيم که در محدوده مود r ام، مشارکت ساير مودها ناچيز است، در اينصورت رسپتانس 
[image: image63.wmf](
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 توسط رابطه زير تقريب زده مي شود:
	(8-21) 
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اگر اين مود ارتعاشي تقريباً حقيقي باشد، ثابت مودال 
[image: image65.wmf]jk
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 يک عدد ثابت حقيقي خواهد بود. در اين حالت معکوس FRF داراي تابع رياضي ساده زير خواهد بود:
	(8-22) 
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نمودار هر دو قسمت حقيقي و موهومي عبارت فوق مطابق شکل (8-10) خطي راست مي باشد. 

نقطه تقاطع خط راست بخش حقيقي با محور افقي بيانگر فرکانس طبيعي و شيب اين خط برابر با معکوس ثابت مودال مي باشد. ضريب ميرايي را نيز مي توان با توجه به نقطه تقاطع نمودار بخش موهومي بدست آورد. 
اگر يک مود ارتعاشي کاملاً مجزا ولي بصورت مختلط را در نظر بگيريم، بايد روابط اخير بازنويسي شوند. با توجه به آنکه ثابت مودال عددي مختلط است، مي توان آن را به فرم قطبي زير نمايش داد:
	(8-23) 
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معکوس رسپتانس را مي توان بصورت زير نوشت:
	(8-24) 
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مي توان نشان داد:
	(8-25) 
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	(8-26) 
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	(8-27) 
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	(8-28) 
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شکل (8-10): نمودار بخش هاي حقيقي و موهومي معکوس FRF براي يک مود تقريباً حقيقي
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شکل (8-11): نمودار بخش هاي حقيقي و موهومي معکوس FRF براي يک مود مختلط

بنابراين روش معکوس FRF را به منظور استخراج اطلاعات مودال مود r ام به ترتيب زير مي توان پياده نمود:

(1) بخش هاي حقيقي و موهومي معکوس FRF را بطور جداگانه بر حسب مربع فرکانس رسم نماييد

(2) روي هر دو منحني خطي راست برازش دهيد

(3) با توجه به نقطه تقاطع در نمودار بخش حقيقي فرکانس طبيعي را بدست آوريد

(4) به کمک نسبت شيب دو نمودار زاويه فاز ثابت مودال را تخمين بزنيد

(5) به کمک شيب يکي از نمودارها دامنه ثابت مودال را بدست آوريد

(6) به کمک بخش حقيقي و يا موهومي ضريب ميرايي مودال را بدست آوريد

8-3-4-روش کمترين مربعات

در اين روش براي يافتن بهترين تقريب براي پارامترهاي يک مود، يک تابع خطا تعريف و سپس به حداقل رسانده مي شود. اين تابع، برازش منحني مربوط به يک مدل رياضي غير خطي را به يک مدل خطي وزن دار تبديل مي کند. اين تبديل، برازش منحني را ساده تر کرده و حل آن به راحتي حاصل خواهد شد. 

بررسي خود را با عبارت مربوط به موبيليتي آغاز مي کنيم:
	(8-29) 
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براي ساده سازي نوشتاري با حذف انديس jk ، عبارت فوق به شکل زير نوشته مي شود:
	(8-30) 
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فرض کنيد داده هاي موبيليتي اندازه گيري شده با 
[image: image77.wmf](
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 نمايش داده شود. اگر تحليل مود r ام مد نظر باشد، تابع خطا در فرکانس اندازه گيري شده 
[image: image78.wmf]i
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 بصورت زير تعريف مي شود:
	(8-31) 
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عبارت فوق يک تابع خطاي غيرخطي براي داده هاي مختلط 
[image: image80.wmf]r
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 و 
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 مي باشد. بسط تيلور اين تابع نتايج رياضي دقيقي را به دنبال ندارد. با اين حال اين تابع را مي توان بصورت زير تبديل نمود:
	(8-32) 
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اگر مقدار تقريبي فرکانس طبيعي مختلط 
[image: image83.wmf]r
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 مشخص باشد، عبارت 
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 را در معادله (8-32) مي توان بعنوان يک ضريب وزني براي تابع خطي از متغيرهاي 
[image: image85.wmf]r

A

 و 
[image: image86.wmf]2

r

l

 در نظر گرفت. از اين پس اين مقدار با 
[image: image87.wmf]i

w

 نمايش داده مي شود. مربع خطاي مربوط به دامنه ثابت مودال بصورت زير بيان مي شود:
	(8-33) 
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در عبارت فوق علامت * نمايانگر مزدوج مختلط مي باشد. هنگامي که از چند داده FRF در اين روش استفاده مي کنيم، مجموع خطاها بصورت زير نوشته مي شود:
	(8-34) 
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اين تابع را مي توان به منظور استخراج بهترين تقريب براي پارامترهاي مختلط 
[image: image90.wmf]r

A

 و 
[image: image91.wmf]2

r

l

 مي نيمم کرد. با مشتق گيري از معادله (8-34) نسبت به متغيرهاي مجهول 
[image: image92.wmf]r

A

 و 
[image: image93.wmf]2

r

l

 دو معادله خطي مختلط زير حاصل خواهد شد:
	(8-35) 
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فرکانس طبيعي مختلط 
[image: image95.wmf]r

l

 با فرکانس طبيعي و ضريب ميرايي مرتبط است (
[image: image96.wmf](
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). به کمک اين معادلات ثابت مودال 
[image: image97.wmf]r
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، فرکانس طبيعي 
[image: image98.wmf]r

w

 و ضريب ميرايي 
[image: image99.wmf]r

h

 مربوط به مود r ام حاصل خواهد شد. اين پروسه را مي توان براي ساير مودهاي اندازه گيري شده تکرار نمود. 

اين روش بر اساس تقريب اوليه فرکانس طبيعي به منظور وارد کردن تابع وزني بکار رفته در رابطه (8-33) مي باشد. اين تقريب ها را مي توان به کمک آناليز ساده پيک پيکينگ بدست آورد. اطلاعات مودال دقيق با استفاده از رابطه (8-35) حاصل خواهد شد.

8-3-5-روش دابسون

روش معکوس FRF را مي توان به روشي پيچيده تر تعميم داد. اين روش بر اساس فرض يک درجه آزادي تعميم يافته که در روش برازش دايره بکار رفت، مي باشد. اين فرض بيانگر اين موضوع است که مجموع اثرات ساير مودها را مي توان بصورت يک عدد ثابت مختلط در نظر گرفت. مشابه روش معکوس FRF، اين روش نيز بر اساس برازش خطوط مستقيم مي باشد. تابع FRF براي مود r ام بصورت زير نوشته مي شود:
	(8-36) 
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در اين رابطه R يک عدد ثابت مختلط است. اگر داده هاي FRF را در حوالي مود r ام با 
[image: image101.wmf](
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 نمايش دهيم، تفاضل بين اين نقطه و ساير نقاط همسايگي بصورت زير تعريف مي شود:
	(8-37) 
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اين تفاضل کمک زيادي به تخمين پارامترهاي مودال نمي کند. بنابراين يک تابع جديد با توجه به 
[image: image103.wmf](
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 بصورت زير تعريف مي شود:
	(8-38) 
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با توجه به معادله (8-37) مي توان نوشت:
	(8-39) 
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در ادامه، عمليات جبري مربوط به تبديل تابع به ظاهر پيچيده مختلط فوق به دو معادله خطي بر حسب متغير 
[image: image106.wmf]2

w

 ارائه مي شود. پارامتر 
[image: image107.wmf]r

A

 را مي توان بر حسب بخش هاي حقيقي و موهومي آن و بصورت 
[image: image108.wmf]jQ
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 و فرکانس طبيعي مختلط را بصورت 
[image: image109.wmf](
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 نمايش داد. با تفکيک معادله (8-39) به دو بخش حقيي و موهومي، خواهيم داشت:
	(8-40) 
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	(8-41) 
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شيب اين دو تابع خطي نسبت به 
[image: image112.wmf]2

w

 بصورت زير نوشته مي شود:
	(8-42) 
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	(8-43) 
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نقاط تقاطع با محور قائم توسط روابط زير بيان مي شوند:
	(8-44) 
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	(8-45) 
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با انتخاب فرکانس 
[image: image117.wmf]W

 حوالي فرکانس طبيعي 
[image: image118.wmf]r

w

،  مي توانيم مجموعه اي از خطوط راست براي دو بخش حقيقي و موهومي تابع 
[image: image119.wmf](

)

2

w

Q

 بدست آوريم. معادلات (8-42) تا (8-45) روابط مناسب و ساده اي براي بدست آوردن پارامترهاي مودال نمي باشند. با توجه به اينکه هر دو شيب بدست آمده از روابط (8-42) و (8-43) توابعي خطي از 
[image: image120.wmf]2

W

 مي باشند،  با انتخاب فرکانس هاي مختلف 
[image: image121.wmf]W

 مي توانيم مجموعه اي از شيب ها را از اين معادلات بدست آوريم. اين شيب ها را مي توان در دو نمودار بر حسب 
[image: image122.wmf]2

W

 رسم کرد. با برازش خطوط راست بر اين دو نمودار، پارامترهاي مودال با توجه به شيب و نقطه تقاطع دو خط راست (که توسط معادلات 8-42 و 8-43 بيان شده اند) تعيين خواهند شد. 

شکل (8-12) رسپتانس مربوط به يک سيستم چند درجه آزادي را نشان مي دهد. براي آناليز مود اول اين سيستم، نقاط مشخص شده روي نمودار نايکوئيست را انتخاب کرده و به کمک روابط (8-40) و (8-41) مجموعه اي از خطوط راست که در شکل (8-13) نشان داده شده اند، محاسبه مي نماييم. 
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شکل (8-12): نمودار FRF و مود اول مربوط به يک سيستم MDOF

[image: image124.png]



شکل (8-13): بخش هاي حقيقي و موهومي تابع 
[image: image125.wmf](
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 براي فرکانس هاي مختلف 
[image: image126.wmf]W


شيب هاي خطوط شکل (8-13) (هر دو قسمت حقيقي و موهومي) تعيين شده و بر حسب 
[image: image127.wmf]2

W

 رسم مي شوند. با توجه به معادلات (8-42) و (8-43) خطوط بدست آمده مطابق شکل (8-14) خطوط راست مي باشند. 
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شکل (8-14): شيب هاي مربوط به خطوط شکل 8-13 بر حسب 
[image: image129.wmf]2

W


دو خط راست شکل (8-14) را مي توان برازش نمود. با بکار گيري روابط (8-42) و (8-43) مي توانيم پارامترهاي مودال را با توجه به شيب خطوط شکل (8-14) بدست آوريم. پس از اين مرحله مي توان اطلاعات FRF را به کمک پارامترهاي مودال بدست آمده بازسازي نمود. شکل (8-15) نمودار نايکوئيست داده هاي FRF (خط نازک) و نقاط FRF بازسازي شده را نشان مي دهد.

[image: image130.png]



شکل (8-15): تطابق نمودارهاي نايکوئيست مربوط به داده هاي اصلي و FRF بازسازي شده

8-4-استخراج پارامترهاي مودال از داده هاي FRF-روش هاي MDOF
8-4-1-چند جمله اي هاي کسري گويا

روش چندجمله اي کسري گويا يک روش MDOF در آناليز مودال بر اساس FRF هاي اندازه گيري شده مي باشد. ايده اين روش بيان FRF ها بصورت چندجمله اي هاي کسري گويا و تعيين ضرايب اين چند جمله اي ها به کمک روش هاي عددي مي باشد. ارتباط بين اين ضرايب با پارامترهاي مودال را مي توان تعيين کرد. به اين ترتيب مي توان پارامترهاي مودال را بدست آورد. 

براي توصيف روش چندجمله اي کسري گويا، ابتدا تابع تبديل سيستم چند درجه ازادي را در نظر مي گيريم. اين تابع تبديل بصورت تابعي از متغير لاپلاس ، s، بصورت زير بيان مي شود:
	(8-46) 
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در اين تابع، مرتبه مخرج n دو واحد از مرتبه صورت يعني m بزرگتر است. به منظور ساده سازي، زير نويس تابع تبديل حذف شده و نمادهاي زير در نظر گرفته مي شوند:
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در اين صورت خواهيم داشت:
	(8-47) 
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هنگام کار با تابع پاسخ فرکانسي، رابطه فوق بصورت زير نوشته مي شود:
	(8-48) 
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براي آناليز هاي بعدي فرض کنيد p داده اندازه گيري شده در فرکانس هاي 
[image: image135.wmf]p
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 موجود باشد. همچنين فرض مي شود p نقطه فرکانسي منفي 
[image: image136.wmf]1
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 نيز موجود باشد. مقادير FRF در فرکانس هاي منفي بصورت زير نمايش داده مي شوند:
	(8-49) 
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هدف از بکارگيري اين فرکانس هاي منفي در ادامه مشخص خواهد شد. در آغاز روش چندجمله اي کسري گويا، ابتدا تابع خطاي کل توسط رابطه (8-50) تعريف مي شود:
	(8-50) 


	
[image: image138.wmf](

)

(

)

(

)

w

a

w

a

w

ij

ij

ij

e

~

-

=




با حذف زيرنويس و جايگذاري معادله (8-48) در رابطه فوق خواهيم داشت:
	(8-51) 
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اين خطا تابعي غير خطي از 
[image: image140.wmf]k

a

 و 
[image: image141.wmf]k

b

 مي باشد. به منظور سهولت محاسبات و همچنين دقت نتايج، يک تابع خطاي جديد بصورت زير تعريف مي شود:
	(8-52) 
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خطاي کلي يک ستون کامل FRF به شکل زير است:
	(8-53) 
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يا
	(8-54) 
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در روابط فوق
	(8-55) 
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خطاي انحراف کلي بصورت زير تعريف مي شود:
	(8-60) 
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براي تعيين بردار ضرايب 
[image: image151.wmf]{

}

A

 و 
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 بصورتي که خطاي کل مي نيمم شود، مشتقات جزئي زير بايد برابر صفر قرار داده شوند:
	(8-61) 


	
[image: image153.wmf]{

}

{

}

0

=

∂

∂

=

∂

∂

B

J

A

J




در نهايت، به کمک معادلات زير بردار ضرايب حاصل خواهند شد:

	(8-62) 
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به کمک ضرايب 
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 و 
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 اطلاعات مودال مربوط به FRF ها بدست خواهد آمد.

8-4-2-سازه هاي با ميرايي ضعيف

هنگامي که ميرايي يک سازه بسيار ضعيف باشد، بدست آوردن FRF هاي دقيق در نزديکي فرکانس رزونانس مشکل است. در اين حالت نمودار نايکوئيست FRF ها کمک زيادي نمي کند زيرا تمام نقاط داده ها در طول محور حقيقي متراکم شده اند. روش هاي آناليز مودال که بر اساس نقاط FRF حوالي رزونانس عمل مي کنند، در اين حالت کارايي چنداني ندارند. روش جايگزين، روشي است که داده هاي FRF دور از رزونانس ها را مورد استفاده قرار مي دهد. تحليل رياضي اين روش آسان است. همانطور که مي دانيم با بکارگيري مدل ميرايي سازه اي، مي توان FRF را به شکل زير نوشت:
	(8-63) 


	
[image: image157.wmf](

)

��

1

2

2

2

-

N

r

r

r

r

jk

r

jk

j

A

=

+

=

w

h

w

w

w

a




با توجه به کم اهميت بودن اثر ميرايي، اين عبارت بصورت زير تقريب زده مي شود:
	(8-64) 
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اين عبارت به روشي ساده براي تخمين پارامترهاي سيستم، منجر مي شود. در يک فرکانس اندازه گيري شده 
[image: image159.wmf]1

W

، FRF را مي توان بصورت زير نوشت:
	(8-65) 
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با استفاده از داده هاي FRF در فرکانس هاي مختلف، مي توان معادله ماتريسي زير را تشکيل داد:

	(8-66) 
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و يا بطور ساده
	(8-67) 
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بنابراين، ثابت مودال بصورت زير محاسبه مي شود:
	(8-68) 
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همانطور که مشاهده مي شود، براي انتخاب N نقطه از تمام نقاط اندازه گيري شده بايد دقت کافي به عمل آيد تا بردار ثابت مودال 
[image: image164.wmf]{
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jk
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 دقيقي حاصل شود. اين پروسه را به صورت خلاصه زير مي توان بيان کرد:

(1) مقادير FRF را در محدوده فرکانسي مورد نظر اندازه گيري نماييد

(2) نقاط رزونانس را روي نمودار تعيين کنيد

(3) N نقطه به منظور آناليز N مود ارتعاشي انتخاب کنيد (براي N ثابت مودال)

(4) N ثابت مودال را محاسبه نماييد

(5) براي کنترل ميزان دقت اطلاعات مودال بدست آمده، FRF را به کمک اين اطلاعات بازسازي نماييد
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