فصل پنجم

آناليز مودال سيستم هاي چند درجه آزادي ناميرا

تحليل يک سيستم چند درجه آزادي چند درجه آزادي تعميمي طبيعي از سيستم يک درجه آزادي مي باشد. براي توصيف صحيح حرکت و ارتعاش در بسياري از سيستم هاي مکانيکي و سازه اي، بيش از يک مختصه مورد نياز مي باشد. بنابراين، يک مدل چند درجه آزادي حاصل خواهد شد. در چنين مدلي، سيستم بر حسب ماتريس هاي جرم و سختي آن مشخص مي شود. بنابراين، آناليز ماتريسي نقش مهمي را در چنين تحليلي خواهد داشت. در اين فصل، بيشتر بر روي آناليز مودال سيستم چند درجه آزادي ناميرا تاکيد شده است. مانند سيستم يک درجه آزادي ، تحليل در واقع بسط آناليز معمول ارتعاشات سيستم هاي چند درجه آزادي مي باشد که البته در اين آناليز بيشر پاسخ مدّ نظر قرار دارد. اثرات ميرايي در بخش بعدي لحاظ خواهد شد.

5-1- مودهاي نرمال و خاصيت تعامد در سيستم چند درجه آزادي ناميرا

5-1-1- مودهاي نرمال يک سيستم چند درجه آزادي ناميرا

از فصل 3 مي دانيم که معادله ارتعاش آزاد يک سيستم چند درجه آزادي به مساله مقدار ويژه زير منجر خواهد شد:

	(5-1)
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در اين رابطه، هردو ماتريس جرم و سختي متقارن مي باشند. ماتريس جرم اغلب مثبت-معين مي باشد در حاليکه اگر سيستم داراي مود ارتعاشي صلب باشد، ماتريس سختي مثبت-نيمه معين خواهد بود.

حل معادله (5-1) شامل 
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 مقدار ويژه 
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 و 
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 بردار ويژه 
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 مي باشد. ريشه دوم اين مقادير ويژه، فرکانس هاي طبيعي سيستم و بردارهاي ويژه، شکل مودهاي سيستم مي باشند. بديهي است که شکل مودهاي سيستم يکتا نمي باشند زيرا تمام ضرايب 
[image: image7.wmf]{
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 نيز در معادله (5-1) صدق مي کنند. شکل مودهاي 
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 به مودهاي اصلي يا مودهاي نرمال سيستم موسومند. اين مودها را، مودهاي ناميرا نيز مي توان ناميد.
از جبر خطي مي دانيم که اگر فرکانس هاي طبيعي متمايز و غير صفر باشند، شکل مودهاي متناظر با آنها مستقل خواهند بود. بنابراين 
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 شکل مود حاصل، پايه اي براي 
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 فضاي برداري 
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 بعدي تشکيل مي دهند. اگر برخي فرکانس هاي طبيعي تکراري باشند، استقلال شکل مودهاي متناظر با آنها ممکن است ديگر صحيح نباشد.

مثال (5-1)

سيستم چهار درجه آزادي جرم و فنر شکل (5-1) را در نظر بگيريد.

[image: image12.png]



شکل (5-1): يک سيستم چهار درجه آزادي جرم و فنر

مقادير جرم و سختي مشخص شده روي شکل عبارتند از:
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ماتريس هاي جرم و سختي سيستم بصورت زير حاصل مي شوند:
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حل مساله مقدار ويژه (5-1) منجر به مقادير و بردارهاي ويژه زير، که متناظر با فرکانس هاي طبيعي و شکل مودهاي سيستم مي باشند، خواهد شد:
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معمولاً در آناليز مودال مقادير ويژه و بردارهاي ويژه را به فرم ماتريسي نمايش مي دهند. با اين کار، آناليز تا حد زيادي ساده تر مي شود. اگر مقادير ويژه بصورت صعودي مرتب شده و بردارهاي ويژه متناظر با آنها نيز بصورت ستوني در نظر گرفته شوند، ماتريس هاي فرکانس طبيعي و شکل مود (که ماتريس مودال نيز ناميده مي شود) را مي توان بصورت زير نوشت:
	(2-5)
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 ماتريس فرکانس طبيعي


	(5-3)
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بعنوان مثال ماتريس هاي مربوط به مثال (5-1) عبارتند از:
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با استفاده از روابط (5-2) و (5-3)، معادله (5-1) را مي توان به فرم ماتريسي زير بازنويسي کرد:

	(5-4)
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بطور مشابه مي توان نوشت:

	(5-5)
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به سادگي مي توان نشان داد که در مثال (5-1) روابط عددي زير برقرار است:
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5-1-2-خواص تعامد سيستم چند درجه آزادي ناميرا

خاصيت تعامد سيستم چند درجه آزادي ناميرا در ارتباط بين مدل فضايي و مدل مودال آشکار مي شود. با در نظر گرفتن مودهاي 
[image: image23.wmf]r

 ام و 
[image: image24.wmf]s

 ام سيستم و به کمک رابطه (5-1) مي توان نوشت:

	(5-6)
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	(5-7)
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با پيش ضرب رابطه (5-7) در 
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 خواهيم داشت:

	(5-8)
	
[image: image28.wmf]{

}

[

]

[

]

(

)

{

}

{

}

0

 

2

=

Y

-

Y

s

s

T

r

M

K

w




با ترانهاده کردن دو طرف رابطه (5-6) و پس ضرب آن در 
[image: image29.wmf]{
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 مي توان نوشت:

	(5-9)
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از تفاضل دو رابطه (5-8) و (5-9) نتيجه مي شود:

	(5-10)
	
[image: image31.wmf](

)

{

}

[

]

{

}

0

 

 

2

2

=

Y

Y

-

s

T

r

r

s

M

w

w




با توجه به اين که 
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، از رابطه (5-10) نتيجه مي شود:

	(5-11)
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از جايگذاري رابطه (5-11) در (5-9)، معادله زير بدست مي آيد:

	(5-12)
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اين دو رابطه نشان مي دهد که مودشيپ ها نسبت به دو ماتريس جرم و سختي متعامدند.با پيش ضرب رابطه (5-6) در 
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 نتيجه مي شود:

	(5-13)
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اگر فرض کنيم:

	(5-14)
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	(5-15)
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در اين صورت

	(5-16)
	
[image: image39.wmf](

)

n

r

m

k

r

r

r

,...,

2

,

1

   

2

=

=

w





[image: image40.wmf]r

m

 و 
[image: image41.wmf]r

k

 در روابط فوق، جرم و سختي مودال و يا جرم و سختي تعميم يافته مود 
[image: image42.wmf]r

 ام ناميده مي شوند اما داراي يکاي متفاوت باجرم و سختي مي باشند.

ماحصل روابط (5-6) تا (5-15) نشانگر آن است که شکل مودهاي يک سيستم چند درجه آزادي با فرکانس هاي طبيعي متمايز، نسبت به ماتريس هاي جرم و سختي سيستم متعامدند. اين موضوع به اصل تعامد موسوم است. فرم ماتريسي اين اصل بصورت زير خلاصه مي شود:

	(5-17)
	
[image: image43.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

=

Y

Y

3

2

1

 

...

0

0

...

...

...

...

0

...

0

0

...

0

 

m

m

m

m

M

i

T




	(5-18)
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و

	(5-19)
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ماتريس 
[image: image46.wmf][
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 به ماتريس جرم مودال و 
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 به ماتريس سختي مودال موسومند. در اين ماتريس ها، عناصر قطري 
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m

 جرم مودال و عناصر قطري 
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k

 سختي مودال متناظر با مود 
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 ام سيستم مي باشند.

مثال (5-2)

خاصيت تعامد سيستم چهار درجه آزادي مثال (5-1) را بررسي نماييد

حل: با توجه به ماتريس هاي فرکانس طبيعي و شکل مود سيستم که قبلاً بدست آمده اند، مي توان نوشت:
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[image: image52.wmf][

]

[

]

[

]

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

Y

Y

90

.

3435

0

0

0

0

22

.

1447

0

0

0

0

995

.

499

0

0

0

0

851

.

385

 

 

K

T


همچنين به راحتي مي توان نشان داد که:
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از آنجا که 
[image: image54.wmf]n

 شکل مود يک سيستم چند درجه آزادي در مجموع پايه اي براي فضاي برداري 
[image: image55.wmf]n

 بعدي متناظر تشکيل مي دهند، مي توان گفت که ارتعاش آزاد يک سيستم از ترکيب خطي تمامي مودها تشکيل شده است. همانطور که قبلاً ديديم، معادله حرکت سيستم به مساله مقدار ويژه زير قابل تبديل است:

	(3-21)
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فرض کنيد

	(5-20)
	
[image: image57.wmf]{

}

[

]

{

}

Y

X

 

Y

=




در رابطه فوق بردار
[image: image58.wmf]{
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 شامل مختصات اصلي مي باشد. با استفاده از اين رابطه، معادله (3-21) به شکل زير خواهد شد:
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با پيش ضرب اين رابطه در 
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 و بکارگيري اصل تعامد، رابطه زير حاصل خواهد شد:
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بنابراين، به اين نتيجه مي رسيم که شکل مودها مي توانند معادله ماتريسي حرکت را قطري نموده و 
[image: image62.wmf]n

 معادله وابسته به يکديگر را به 
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 معادله مستقل تبديل نمايند. اين بدان معناست که يک سيستم چند درجه آزادي به مجموعه اي از سيستم هاي يک درجه آزادي مستقل قابل تبديل است. بعنوان مثال، سيستم دو درجه آزادي شکل (5-2) را مي توان به دو سيستم يک درجه آزادي تبديل نمود.
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شکل (5-2): جداسازي مودال يک سيستم دو درجه آزادي

جداسازي معادلات نه تنها به روشي ساده براي تحليل عددي يک سيستم چند درجه آزادي منتهي مي شود بلکه حاوي تفاسير فيزيکي منحصر به فردي از رفتار مودال سيستم نيز مي باشد.

5-2-توابع پاسخ فرکانسي يک سيستم چند درجه آزادي ناميرا

5-2-1-ماتريس سختي ديناميکي و ماتريس رسپتانس

در فصل 3 نشان داده شد که با استفاده از معادله لاگرانژ ويا قوانين حرکت نيوتن، فرم ماتريسي معادله حرکت يک سيستم چند درجه آزادي پايستار بصورت زير است:
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در اين رابطه، 
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 بردار نيروي 
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 مربوط به 
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 نيروي خارجي مي باشد. اگر تمام اين نيروها بصورت هماهنگ و با فرکانس و فاز يکسان باشند (فرض کنيد همگي داراي زاويه فاز صفر باشند)، خواهيم داشت:
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مقادير 
[image: image70.wmf](

)

n

r

F

r

,...,

2

,

1

  

=

 در رابطه اخير، دامنه هاي نيروهاي هماهنگ مي باشند که مقاديري حقيقي هستند. شکل (5-3) تيري يکسر درگير را که توسط مجموعه اي از نيروهاي خارجي تحريک شده است نشان مي دهد.
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شکل (5-3): تحريک نيروهاي خارجي روي يک تير يکسر گيردار

همانطور که در فصل 2 اشاره شد، اين سيستم بصورت هماهنگ ارتعاش خواهد کرد. بردارهاي جابجايي و شتاب بصورت زير بيان مي شوند:
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	(5-26)
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با جايگذاري روابط (5-25) و (5-26) در معادله (5-23) خواهيم داشت:
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	(5-28)
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ماتريس 
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 به ماتريس سختي ديناميکي سيستم چند درجه آزادي موسوم است (اين ماتريس داراي يکاي سختي مي باشد) و با 
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 نمايش داده مي شود:
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و 
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 مي باشد. بنابراين رابطه (5-28) را مي توان بصورت زير بازنويسي نمود:
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اگر ماتريس 
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 نامنفرد باشد (اين ماتريس به جز وقتي که 
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 برابر با يکي از فرکانس هاي طبيعي باشد، همواره نامنفرد است)، دامنه پاسخ هاي سيستم بصورت زير حاصل خواهد شد:
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معکوس ماتريس 
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 تحت عنوان ماتريس FRF رسپتانس سيستم تعريف شده و با 
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 نمايش داده مي شود:
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بنابراين رابطه (5-30) را مي توان بصورت زير نوشت:
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ماتريس رسپتانس متقارن است زيرا ماتريس سختي ديناميکي ماتريسي متقارن مي باشد. اين تقارن بر ذات جابجايي پذير يک سيستم خطي چند درجه آزادي در پاسخ هاي ارتعاشي تاکيد مي نمايد. بنابراين، پاسخ مختصه 
[image: image88.wmf]i

 ام سيستم در اثر اعمال يک نيرو در مختصه 
[image: image89.wmf]j

 ام با پاسخ مختصه 
[image: image90.wmf]j

 ام در اثر اعمال همان نيرو در مختصه 
[image: image91.wmf]i

 ام يکسان مي باشد. در حالتي که مختصات پاسخ و نيرو بر هم منطبق شوند (
[image: image92.wmf]j

i

=

)، FRF حاصل، به FRF نقطه اي موسوم است. در غير اينصورت، FRF انتقالي خواهيم داشت.

اين نکته حائز اهميت است که با وجود آنکه FRF هاي رسپتانس از ارتعاش اجباري سيستم حاصل مي شوند، اما بيانگر خواص ارتعاشي سيستم خطي، مانند فرکانس هاي طبيعي و شکل مودهاي سيستم مي باشند. بنابراين اين FRF ها به نيروي خارجي بستگي ندارند. اين وابستگي تنها زماني اتفاق خواهد افتاد که سيستم ديناميکي داراي رفتار غيرخطي باشد.

مثال 5-3

رسپتانس 
[image: image93.wmf](
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 سيستم چهار درجه آزادي مثال 5-1 را محاسبه و رسم نماييد.

حل: رسپتانس 
[image: image94.wmf](
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 سيستم مثال 5-1 با استفاده از رابطه (5-31) قابل محاسبه است. شکل (5-4) نمودار آن را در مقياس خطي نمايش مي دهد.
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شکل (5-4): رسپتانس 
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 سيستم چهار درجه آزادي شکل (5-1)

5-2-2-تفسير فيزيکي FRF رسپتانس

مفهوم فيزيکي FRF رسپتانس در يک سيستم چند درجه آزادي به سادگي سيستم يک درجه آزادي نمي باشد. هر چند اين مفهوم در مورد هر يک از توابع رسپتانس در ماتريس 
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 قابل بيان مي باشد. کار را با دامنه پاسخ مختصه 
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 ام شروع مي کنيم. رابطه (5-32) را مي توان بصورت زير ساده نمود:
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اگر تنها يک نيروي 
[image: image100.wmf]j
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 به سيستم اعمال شود، رابطه زير حاصل خواهد شد:
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اين رابطه نشان مي دهد که المان 
[image: image102.wmf]ij

 در ماتريس رسپتانس همان تابع پاسخ فرکانسي سيستم در حالتي است که تنها يک نيرو در مختصه 
[image: image103.wmf]j

 ام اعمال شده و پاسخ سازه در مختصه 
[image: image104.wmf]i

 ام در نظر گرفته شود. عبارت اخير تفسير فيزيکي FRF رسپتانس يک سيستم چند درجه آزادي مي باشد.

اگر نيروي ديگري (مثلاً 
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 ) به سيستم اعمال شود، ديگر نسبت 
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 بيانگر رسپتانس 
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 نخواهد بود زيرا در اين حالت:
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مشابه سيستم يک درجه آزادي، FRF هاي موبيليتي و اکسلرانس سيستم چند درجه آزادي را مي توان به کمک رسپتانس آن بدست آورد. اگر ماتريس FRF اکسلرانس و موبيليتي سيستم را به ترتيب با 
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 نمايش دهيم، خواهيم داشت:
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5-2-3- نمايش FRF سيستم چند درجه آزادي ناميرا

FRF سيستم چند درجه آزادي را نيز مانند سيستم يک درجه آزادي مي توان به روش هاي مختلفي نمايش داد. انتخاب مناسب نوع نمايش باعث مي شود تا مشخصات مورد نظر سيستم در نمودار مورد نظر کاملاً روشن باشد. نکته مهم آن است که FRF سيستم چند درجه آزادي داراي رزونانس هاي متعددي بوده و نکات جديدي مانند آنتي رزونانس و مي نيمم ها در مورد نمودار آنها مطرح مي شود. نمودار دامنه، نمودارهاي لگاريتمي دامنه و نيز معکوس FRF روش هاي متداول نمايش FRF ها مي باشند. ساير نمودارها مانند نايکوئيست و يا نمودار قسمت حقيقي نسبت به قسمت موهومي از نظر تئوري در مورد سيستم چند درجه آزادي قابل اعمال نمي باشند. اين روش هاي نمايش، که در آناليز مودال نقشي اساسي دارند، در فصل بعد و در مورد سيستم چند درجه آزادي ميرا بکار گرفته خواهند شد.

نمودار دامنه يک FRF، مقدار دامنه FRF را بر حسب فرکانس در مقياس خطي نمايش مي دهد. بعنوان مثال، شکل (5-4) مقدار 
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 مربوط به سيستم چهار درجه آزادي مثال 5-1 را نشان مي دهد. نمودار، دامنه رزونانس ها را به وضوح نمايش مي دهد. اما ساير جزئيات FRF بدليل غالب شدن اثر قله هاي رزونانس قابل مشاهده نمي باشند. در کل، مشخصاتي مانند آنتي رزونانس ها در اين نمودار غير قابل مشاهده مي باشند.

مانند حالت يک درجه آزادي ، روش نمايش جزئيات FRF در نمودار دامنه آن است که دامنه در مقياس لگاريتمي رسم شود. با اين کار، جزئيات تمام بخش هاي منحني FRF قابل مشاهده خواهد بود. در عمل، استفاده از مقياس دسي بل که نسبت به يک مقدار واحد FRF بيان مي شود، بسيار مناسب تر مي باشد. مقياس 
[image: image114.wmf]dB

 در بخش 4 تعريف شده است. رسپتانس سيستم چهار درجه آزادي مثال 5-1، که در مقياس 
[image: image115.wmf]dB

 رسم شده است، در شکل (5-5) مشاهده مي شود.
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شکل (5-5): رسپتانس 
[image: image117.wmf](

)

w

a

11

 سيستم چهار درجه آزادي شکل (5-1)
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شکل (5-6): رسپتانس 
[image: image119.wmf](
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 سيستم چهار درجه آزادي شکل (5-1)

مقايسه شکل هاي (5-5) و (5-4) مزيت هاي بکارگيري مقياس 
[image: image120.wmf]dB

 را نشان مي دهد. در منحني رسپتانس حاصله، هم رزونانس ها و هم آنتي رزونانس ها به وضوح قابل مشاهده مي باشند. شکل (5-6) نمودار لگاريتيمي-لگاريتمي همان FRF را نشان مي دهد. اين نمودار مشخصات مجانبي FRF، که در ادامه اين بخش بررسي خواهند شد، را نيز آشکار مي سازد.

يک FRF را بصورت معکوس نيز مي توان در مقياس خطي و يا 
[image: image121.wmf]dB

 نمايش داد. شکل هاي (5-7) و (5-8) معکوس رسپتانس 
[image: image122.wmf](
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 مربوط به سيستم مثال 5-1 را در مقياس هاي خطي و 
[image: image123.wmf]dB

 نشان مي دهند.

روشن است که معکوس FRF محدوده هاي آنتي رزونانس و مي نيمم را به خوبي نشان مي دهد. با اين وجود، اهميت واقعي معکوس FRF در استخراج اطلاعات مودال است که در فصل 8 به آن پرداخته خواهد شد.
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شکل (5-7): معکوس رسپتانس 
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 سيستم چهار درجه آزادي شکل (5-1) در مقياس خطي
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شکل (5-8): رسپتانس 
[image: image127.wmf](

)

w

a

11

 سيستم چهار درجه آزادي شکل (5-1) در مقياس 
[image: image128.wmf]dB


5-3-مودهاي نرمال شده باجرم و مدل مودال يک سيستم چند درجه آزادي ناميرا

شکل مودهاي يک سيستم يکتا نمي باشند زيرا تمام مضرب هاي آنها نيز شرايط معادله مربوطه را ارضا مي نمايند. شکل مودهاي نرمال شده باجرم، حالت منحصر به فردي از شکل مودها را ارائه مي دهد. اين شکل مودها در توسعه آناليز مودال به خصوص هنگام استفاده در آناليز مودال تجربي، حائز اهميت مي باشند.

يک شکل مود نرمال شده باجرم، شکل مودي است که با استفاده از جرم مودال نرماليزه شده باشد. با توجه به اين که 
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، شکل مود 
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 را مي توان بصورت زير نرمال نمود:

	(5-38)
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در رابطه فوق، 
[image: image132.wmf]{
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 شکل مود نرمال شده باجرم سيستم، نام دارد. رابطه (5-38) را بصورت ماتريسي نيز مي توان نوشت:
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بنابراين مشاهده مي شود که با استفاده از شکل مودهاي نرمال شده باجرم، روابط (5-7) و (5-8) بصورت زير تبديل مي شوند:

	(5-40)
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ماتريس شکل مود نرمال شده باجرم يک سيستم چند درجه آزادي منحصر به فرد مي باشد. اهميت شکل مودهاي نرمال شده باجرم در اين است که توابع پاسخ فرکانسي يک سيستم چند درجه آزادي را مي توان بر حسب شکل مودهاي نرمال شده باجرم و فرکانس هاي طبيعي بيان کرد. چنين عبارتي از FRF داراي اهميت زيادي در آناليز مودال مي باشد. اين موضوع در ادامه همين فصل بررسي خواهد شد.

مثال 5-4

ماتريس هاي جرم و سختي سيستم چهار درجه آزادي مثال 5-1 به ترتيب عبارتند از:
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ماتريس شکل مود بصورت زير حاصل مي شود:
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بنابراين، ماتريس جرم مودال بصورت زير محاسبه خواهد شد:
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با توجه به رابطه (5-7)، ماتريس شکل مود نرمال شده باجرم بصورت زير خواهد بود:
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با استفاده از ماتريس شکل مود نرمال بدست آمده مي توان صحت روابط (5-40) و (5-41) را بررسي نمود.

5-4-توابع پاسخ فرکانسي و مدل مودال

5-4-1-تجزيه يک FRF به کمک اطلاعات مودال

با وجود آن که ماتريس FRF رسپتانس توسط معادله (5-31) تعريف شد، اما در عمل، استفاده از اين رابطه براي محاسبه ماتريس FRF مي تواند بسيار وقت گير باشد زيرا براي هر فرکانس لازم است يک ماتريس 
[image: image140.wmf]n
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 سختي ديناميکي، معکوس شود. با استفاده از خواص تعامد در سيستم چند درجه آزادي، ماتريس رسپتانس را مي توان به کمک ماتريس هاي فرکانس طبيعي و شکل مود، به راحتي بدست آورد. با استفاده از رابطه (5-31) خواهيم داشت:

	(5-42)
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	(5-43)
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در نتيجه

	(5-44)
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همانطور که ديده مي شود ماتريس رسپتانس متقارن است که در حقيقت اين تقارن بيانگر اصل جابجايي مي باشد.

براي يک مؤلفه از FRF رسپتانس يعني 
[image: image144.wmf](
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، رابطه (5-44) را بصورت زير نيز مي توان نوشت:

	(5-45)
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	(5-46)
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رابطه (5-45) شالوده و اصل آناليز مودال را تشکيل مي دهد. با بيان يک FRF بر حسب اطلاعات مودال، روشن مي شود که FRF در بر دارنده مشارکت تمام مودهاي سيستم مي باشد.

مثال 5-5

براي سيستم چهار درجه آزادي شکل (5-1)، رسپتانس 
[image: image147.wmf](
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 را مي توان به چهار مود مستقل تجزيه نمود. شکل (5-9) اين رسپتانس را بر حسب چهار مود ياد شده، بصورت خط چين و رسپتانس کامل را بصورت خط پر نشان مي دهد.
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شکل (5-9): تجزيه يک FRF رسپتانس

رابطه (5-45) را به شکل متفاوت ديگري نيز مي توان نوشت:

	(5-47)
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در اين رابطه، 
[image: image150.wmf]kr

jr

jk

r

A

f

f

=

 حاصل ضرب المان هاي 
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 ام و 
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 ام در شکل مود 
[image: image153.wmf]r

ام سيستم يعني 
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 مي باشد. اين پارامتر به ثابت مودال موسوم است. ثابت مودال با مانده ارتباط دارد اما با آن برابر نمي باشد. بنابراين ستون 
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 ام ماتريس 
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 را مي توان بصورت زير نوشت:
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که در رابطه فوق

	(5-49)
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ماتريس 
[image: image159.wmf][
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، ماتريس ثابت مودال براي ستون 
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ام ماتريس رسپتانس 
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 مي باشد. هر ستون ماتريس رسپتانس داراي ماتريس ثابت مودال خاص خود مي باشد. شکل مودهاي نرمال يک سيستم را مي توان از ماتريس هاي ثابت مودال آن سيستم بدست آورد.

5-4-2-شکل هاي ديگر FRF
يک FRF رسپتانس را به شکل هاي متفاوتي از معادلات (5-45) و (5-46) نيز مي توان نمايش داد. يکي از اين شکل هاي مفيد، بصورت نسبت دو چند جمله اي است:

	(5-50)
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ضرايب 
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 در رابطه فوق ثابت هايي حقيقي و يا صفر مي باشند. اگر رسپتانس داراي 
[image: image164.wmf]m

 فرکانس باشد که صورت کسر را صفر نمايند، در اين صورت 
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 را مي توان بصورت زير نوشت:
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اينجا 
[image: image167.wmf](
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 فرکانس هاي آنتي رزونانس مي باشند. معکوس ثابت 
[image: image168.wmf]C

، سختي مؤثر بين مختصات 
[image: image169.wmf]j

 و 
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 سيستم در حالتي که بقيه درجات آزادي گيردار شده اند، مي باشد، و يا برابر جرم مؤثر بين مختصات 
[image: image171.wmf]j

 و 
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 براي وقتي که سيستم کاملاً آزاد است، مي باشد.

5-5-خواص مجانبي FRF هاي يک سيستم چند درجه آزادي ناميرا

خواص مجانبي FRF که در فصل 3 در مورد سيستم يک درجه آزادي بيان شد، مي تواند براي سيستم چند درجه آزادي نيز تعميم داده شود. مجانب هاي يک سيستم چند درجه آزادي ديد خوبي از سيستم در اختيار گذارده و براي درک رفتار ديناميکي سيستم مفيد مي باشند. اما در اين حالت، تفسير خطوط جرم و سختي به سادگي سيستم يک درجه آزادي نمي باشد.

براي بررسي خواص مجانبي سيستم هاي چند درجه آزادي راحت تر است که يک سيستم دو درجه آزادي را در نظر بگيريم، زيرا نتايج را مي توان براي درجات آزادي بيشتر نيز تعميم داد. شکل (5-10) يک سيستم جرم و فنر دو درجه آزادي و FRF رسپتانس آن 
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را در مقياس لگاريتمي نشان مي دهد.
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شکل (5-10): يک سيستم دو درجه آزادي و رسپتانس 
[image: image175.wmf](
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 آن

با توجه به نتايج حاصل شده براي سيستم يک درجه آزادي در فصل 3، مي دانيم که مقادير معادلي براي جرم و فنر، مطابق روابط زير، بدست مي آيند:
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	(5-53)
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	(5-54)
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	(5-55)
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بعلاوه، رسپتانس 
[image: image180.wmf](
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 را مي توان بصورت زير بيان نمود:
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سختي استاتيکي رسپتانس را بصورت زير مي توان بدست آورد:

	(5-57)
	
[image: image182.wmf](

)

2

1

2

2

2

1

0

11

1

1

W

=

=

=

=

C

K

K

e

static

w

w

w

a

w




بنابراين، چهار خط مجانب موجود در شکل (5-10) بيانگر توابع خطي زير بر حسب 
[image: image183.wmf]w
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 مي باشند:
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	(5-59)
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	(5-60)
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	(5-61)
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همانطور که در شکل (5-10) مشاهده مي شود، اين چهار خط مجانب به يکديگر متصلند. همچنين لازم به يادآوري است که روابط (5-58) تا (5-61) با روابط (5-52) تا (5-55) معادل مي باشند.

نتايج خواص مجانبي سيستم دو درجه آزادي را مي توان به سيستم چند درجه آزادي تعميم داد. بعنوان مثال، يک سيستم دوراني شافت و ديسک که با يک سيستم N درجه آزادي مدل شده است (شکل 5-11) را مورد بررسي قرار مي دهيم.
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شکل (5-11): يک سيستم دوراني شافت و ديسک و مدل آن

FRF رسپتانس نقطه اي اين سيستم را در دورترين نقطه سمت راست مدل در نظر مي گيريم. رسپتانس اين نقطه بصورت زير نوشته مي شود:

	(5-62)
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يا

	(5-63)
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روشن است که مؤلفه DC اين FRF برابر است با:

	(5-64)
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[image: image192.wmf](
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 نرمي نقطه اي سيستم مي باشد. اين مقدار، بيانگر جابجايي محلي در اثر اعمال بار استاتيکي واحد مي باشد. بنابراين اولين خط سختي FRF در موقعيت زير قرار خواهد داشت:
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اولين خط جرم بين اولين فرکانس رزونانس 
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w

 و اولين فرکانس آنتي رزونانس 
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 واقع شده است. از معادله (5-65) مي دانيم که خط جرم در موقعيت زير واقع خواهد شد:
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اولين جرم معادل در معادله بصورت زير داده شده است:

	(5-67)
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دومين خط سختي FRF بين اولين فرکانس آنتي رزونانس 
[image: image198.wmf]1
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 و دومين فرکانس رزونانس 
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 قرار گرفته است. با توجه به معادله (5-65)، اين خط بصورت زير خواهد بود:
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به راحتي مي توان نشان داد که اولين خط جرم و دومين خط سختي در فرکانس 
[image: image201.wmf]1

W

 يکديگر را قطع مي نمايند.

دومين جرم معادل سيستم عبارت است از:

	(5-69)
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در حالت کلي، 
[image: image203.wmf]i

 امين جرم و سختي معادل FRF نقطه اي عبارت است از:
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	(5-71)
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در آخرين رزونانس FRF، موقعيت خط جرم بصورت زير است:

	(5-72)
	
[image: image206.wmf]2

2

log

20

log

20

1

1

log

20

w

w

-

-

=

=

N

N

m

m

y




جرم معادل در اين حالت عبارت است از:

	(5-73)
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خواص مجانبي يک سيستم چند درجه آزادي به درک رفتار ديناميکي سيستم با توجه به FRF هاي آن کمک مي نمايد. در فصل 8، از اين خواص مجانبي در آناليز مودال استفاده خواهد شد.

5-6-ساير فرم هاي خواص تعامد در سيستم چند درجه آزادي ناميرا

خواص تعامد سيستم چند درجه آزادي بصورتي که در بخش 5-3 بيان شد، آشناترين شکل اين خواص است. فرم هاي ديگري نيز از اين خواص وجود دارد که کمتر شناخته شده است اما گاهي کاربردهايي خاص در آناليز مودال پيدا مي کند.

5-6-1-تعامد بين مدل فضايي و مدل پاسخ

ماتريس هاي رسپتانس و سختي ديناميکي يک سيستم چند درجه آزادي معکوس يکديگر مي باشند. بنابراين مي توان گفتکه بردارهاي ستوني ماتريس هاي 
[image: image208.wmf](
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 و 
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 نسبت به هم متعامد (در حقيقت، يکامتعامد) مي باشند. بعنوان مثال براي سطر اول اين دو ماتريس داريم:
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اين رابطه، بيانگر خاصيت تعامد سيستم در حوزه فرکانسي مي باشد. بررسي بيشتر، نشان خواهد داد که اين عبارت معادل تعامد سيستم در حوزه مودال مي باشد. با استفاده از رابطه (5-45)، رابطه (5-74) را مي توان بصورت زير بسط داد:

	(5-75)
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	(5-76)
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	(5-77)
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با استفاده از ستون اول ماتريس رسپتانس براي بدست آوردن ماتريس کلي سختي ديناميکي، خواهيم داشت:
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	(5-79)
	
[image: image215.wmf](

)

[

]

{

}

(

)

[

]

{

}

(

)

[

]

{

}

n

n

n

Z

Z

Z

f

w

w

w

f

f

w

w

w

f

f

w

w

w

f

 

 

...

 

 

 

 

2

2

1

2

2

2

2

12

1

2

2

1

11

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=




در رابطه فوق، 
[image: image216.wmf]ij

d

 دلتاي کرونيکر است که مقدار آن در صورت برابر بودن 
[image: image217.wmf]i

 و 
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 يک و در غير اينصورت صفر مي باشد.

با توجه به اين که

	(5-80)
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	(5-81)
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	(5-82)
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	(5-83)
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در رابطه فوق 
[image: image223.wmf]{
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 بردار کرونيکر است که تمام المان هاي آن به جز المان اول که يک است، برابر صفر مي باشند. اگر سطر 
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 ام ماتريس 
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 را با 
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M

 نشان دهيم، براي ماتريس کلي رسپتانس، رابطه (5-83) بصورت زير بسط داده مي شود:

	(5-84)
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و يا

	(5-85)
	
[image: image229.wmf]{

}

{

}

å

=

=

n

k

rs

k

T

s

rk

M

1

d

f

f




بنابراين، خواص تعامد در حوزه فرکانسي بين ماتريس هاي FRF و سختي ديناميکي معادل با شکل جديدي از خواص تعامد در حوزه مودال است که در آن تمام شکل مودها همزمان درگير مي شوند. اين رابطه با خاصيت تعامد بيان شده توسط رابطه ((5-40) که مي تواند بصورت زير بازنويسي شود، متفاوت است:

	(5-86)
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مقايسه روابط (5-85) و (5-86) بيانگر خواص متفاوت تعامد در حوزه مودال مي باشد.

5-6-2-مقايسه بين مودهاي اندازه گيري شده با بردارهاي مودال متقابل

تعامد بين بردار مودال متقابل و شکل مود يک سيستم چند درجه آزادي بعنوان اولين ابزار براي کنترل دقت مودهاي ارتعاشي اندازه گيري شده در غياب يک ماتريس جرم قابل اطمينان مي باشد. يک بردار مودال متقابل بصورت زير تعريف مي شود:

	(5-87)
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با توجه به رابطه (5-40) مشخص است که خاصيت تعامد بين بردار مودال متقابل 
[image: image232.wmf]{
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 و شکل مودهاي اندازه گيري شده 
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 بصورت زير برقرار است:

	(5-88)
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يا

	(5-89)
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در عمل، بدليل موجود نبودن ماتريس جرم، بردار مودال متقابل توسط رابطه (5-87) قابل محاسبه نمي باشد. بنابراين، از داده هاي FRF رسپتانس اندازه گيري شده براي بدست آوردن بردار 
[image: image236.wmf]{
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c

 استفاده مي شود. با توجه به اين که ستون 
[image: image237.wmf]p

 ام ماتريس رسپتانس تجربي را مي توان بصورت زير بيان کرد:

	(5-90)
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	(5-91)
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مي توان ديد که

	(5-92)
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براي يک محدوده فرکانسي مشخص، بردار مودال متقابل 
[image: image241.wmf]{
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c

 را مي توان از رابطه (5-92) با در نظر گرفتن تعدادي نقطه فرکانسي مختلف و تشکيل مجموعه اي از معادلات خطي از المان هاي بردار 
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، بدست آورد. براي نقاط 
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 که در محدوده فرکانسي مورد نظر قرار دارند، معادله (5-92) را مي توان بصورت زير بسط داد:

	(5-93)
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بردار 
[image: image245.wmf]{
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c

 که به اين ترتيب تشکيل شده است، مي تواند براي تعامد مودهاي اندازه گيري شده 
[image: image246.wmf]{
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 خارج از محدوده فرکانسي، به کمک رابطه (5-88) مورد استفاده قرار گيرد.

5-6-3-تعامد ميان زيرماتريس ها

يک زيرماتريس از يک سيستم چند درجه آزادي ماتريسي است که مقدار و اتصال يک جزء فيزيکي، مانند يک فنر يا جرم،  را در ماتريس کل سيستم بيان مي کند. بعنوان مثال، براي يک سيستم 
[image: image247.wmf]n

 درجه آزادي جرم و فنر ، زيرماتريس 
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 براي فنري با سختي 
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 که مختصات 
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 و 
[image: image251.wmf]j

 را به يکديگر متصل مي کند عبارت است از:

	(5-94)
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در رابطه فوق،
[image: image253.wmf]{
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 بردار کرونيکر 
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 مي باشد. ماتريس 
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 ماتريس مشارکت براي جزء سختي 
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 ام مي باشد. بيشتر مؤلفه هاي ماتريس 
[image: image257.wmf][
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 صفر مي باشند. ماتريس سختي سيستم برابر مجموع مستقيم تمام زيرماتريس هاي سختي مي باشد، يعني

	(5-95)
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همين کار را با تعريف زيرماتريس هايي براي ماتريس جرم سيستم نيز مي توان انجام داد. اگر دو فنر در سيستم اتصال فيزيکي نداشته باشند، مسيري براي انتقال انرژي بين آنها وجود نخواهد داشت. بنابراين

	(5-96)
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	(5-97)
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زيرا

	(5-98)
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از سوي ديگر، اگر هردو جزء فنري 
[image: image262.wmf]r

 و 
[image: image263.wmf]s

 به مختصه 
[image: image264.wmf]p

 متصل شده باشند:

	(5-99)
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	(5-100)
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	(5-101)
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که 
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 ماتريسي است که المان 
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 آن برابر يک و ساير المان هاي آن صفر مي باشند.

با استفاده از روش زيرماتريس، معادله حرکت يک سيستم چند درجه آزادي را مي توان بصورت زير نوشت:

	(5-102) 
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با پيش ضرب طرفين در ماتريس مشارکت جزء 
[image: image271.wmf]r

 ام سختي، خواهيم داشت:

	(5-103)
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معادلات (5-103) شامل زير مجموعه اي از معادلات کلي حرکت سيستم هستند. در اين زير مجموعه معادلات تنها مختصات 
[image: image273.wmf]i

 و 
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 و جزء سختي 
[image: image275.wmf]r

k

 که آنها را به يکديگر متصل مي کند، در نظر گرفته شده اند. بنابراين تنها اجزاي جرم و فنري که به مختصات 
[image: image276.wmf]i

 و 
[image: image277.wmf]j

 متصلند در معادله (5-103) ظاهر خواهند شد.

به همين صورت، زيرماتريس هاي سختي مي توانند براي حالت تعامد در حوزه فرکانس مورد استفاده قرار گيرند. در اين حالت، رابطه (5-72) بصورت زير بازنويسي مي شود:

	(4-104)
	
[image: image278.wmf][

]

[

]

(

)

{

}

{

}

k

k

r

r

M

k

d

w

a

w

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

å

 

2




با پيش ضرب طرفين در ماتريس مشارکت جزء سختي 
[image: image279.wmf]r

 ام مي توان نوشت:

	(5-105)
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در اين معادله فقط اجزاي جرم و سختي که به مختصات 
[image: image281.wmf]i

 و 
[image: image282.wmf]j

 متصلند و همچنين تنها FRF هاي رسپتانس 
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 ام و 
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 ام بردار 
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 درگير مي باشند.  هنگام استفاده از اطلاعات مودال براي بروز درآوردن مدل تحليلي و يا تعيين موقعيت آسيب سازه اي، با استفاده از معادله (5-105)، مجموعه اي از معادلات براي تعيين ثابت هاي 
[image: image286.wmf](
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 مربوط به زيرماتريس هايي که در تغييرات سختي شرکت دارند، استخراج مي شوند.

5-6-4-تعامد با داده هاي ناکامل

يک بردار سختي ديناميکي 
[image: image287.wmf](
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 و يا بردار رسپتانس 
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 در صورتي ناکامل است که تعدادي از المان هاي آن از دست رفته باشند. تعامد ميان داده هاي ناکامل سيستم چند درجه آزادي مورد توجه مي باشد زيرا معمولاً ماتريس سختي ديناميکي خلوت و يا داراي باند مي باشد. تعامد تعريف شده در رابطه (5-74) ظاهراً تمام المان هاي بردارهاي سختي ديناميکي و رسپتانس را در نظر مي گيرد. هر چند، به دليل خلوت بودن ماتريس سختي ديناميکي 
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، معمولاً المان هاي کمتري از بردار رسپتانس درگير مي باشند. بنابراين، رابطه (5-74) را مي توان بصورت زير بازنويسي نمود:

	(5-106)
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تنها المان هاي 
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 و 
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 و مقادير بين آنها از بردار 
[image: image293.wmf](

)

{

}

i

Z

w

 غيرصفر مي باشند. اينجا، براي سادگي فرض مي شود که المان هاي غيرصفر بردار 
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 بطور متوالي بين 
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 و 
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 واقع شده اند. در نتيجه، FRF هاي رسپتانس خارج از اين محدوده، در اين رابطه تعامد بي تاثير خواهند بود.

5-7-پاسخ هماهنگ يک سيستم چند درجه آزادي ناميرا به کمک FRF ها

پس از تعريف و بررسي FRF رسپتانس يک سيستم چند درجه آزادي ، پاسخ اجباري سيستم را تحت تاثير مجموعه اي از تحريک هاي هماهنگ، بدست مي آوريم. فرض کنيد تمام نيروهاي تحريک هم فرکانس بوده و داراي فاز صفر باشند:

	(5-107)
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دراين صورت، پاسخ سيستم هارمونيک و به فرم زير خواهد بود:

	(5-108)
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از مطالبي که به رابطه (5-28) منتهي شد مي دانيم که بردار 
[image: image299.wmf]{
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 را مي توان با استفاده از FRF هاي رسپتانس و يا اطلاعات مودال سيستم بصورت زير بدست آورد:

	(5-109)
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	(5-110)
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بنابراين پاسخ سيستم به نيروهاي تحريک هارمونيک، بصورت زير خواهد بود:

	(5-111)
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هر يک از پاسخ ها را مي توان بصورت زير نوشت:

	(5-112)
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رابطه (5-112) نشان مي دهد که در هر لحظه دلخواه، پاسخ 
[image: image304.wmf](
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 تمام مودهاي سيستم را در خود مشارکت مي دهد. در واقع، ضريب مشارکت مود 
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 ام برابر 
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 مي باشد. همچنين اين رابطه نشان مي دهد که اثر تحريک هاي هارمونيک مختلف، توسط المان شکل مود وزن دار مي شوند. بعبارت ديگر، مشارکت نيروي 
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 در مود 
[image: image308.wmf]r

 ام توسط المان 
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 بطور مؤثري وزن دار مي شود.

مثال 5-6

براي تعيين پاسخ جابجايي سيستم دو درجه آزادي شکل (5-12) و با در نظر گرفتن نيروهاي تحريک هارمونيک و همفاز، معادله حرکت سيستم به شکل زير نوشته مي شود:
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شکل (5-12): يک سيستم دو درجه آزادي تحريک شده توسط نيروهاي خارجي

ماتريس سختي ديناميکي برابر خواهد بود با:
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5-8-آنتي رزونانس و مي نيمم يک FRF
نقاط آنتي رزونانس FRF يک سيستم چند درجه آزادي نسبت به نقاط رزونانس کمتر مورد توجه قرار مي گيرند زيرا در اين نقاط ارتعاش شديدي وجود ندارد. دليل ديگر آن است که در بسياري از الگوريتم هاي آناليز مودال، استخراج پارامترهاي مودال بر اساس اطلاعات اطراف نقاط رزونانس انجام مي شود. اما نقاط آنتي رزونانس و مي نيمم نيز گاهي به اندازه رزونانس ها داراي اهميت مي شوند.

آنتي رزونانس بيان ديگري از مشخصات ديناميکي سيستم مي باشد. رزونانس هاي يک سيستم پارامترهايي سراسري مي باشند (به اين معني که نقاط رزونانس در تمام داده هاي FRF سيستم يکسان مي باشند) در حاليکه آنتي رزونانس ها پارامترهايي محلي مي باشند. FRF هاي مختلف داراي آنتي رزونانس هاي مختلف (و يا حتي بدون آنتي رزونانس) مي باشند. بنابراين، بررسي آنتي رزونانس ها براي يک FRF خاص معتبر مي باشد.

5-8-1-آنتي رزونانس ها و اطلاعات فضايي

با داشتن مدل فضايي يک سيستم مي توان آنتي رزونانس آن را بصورت تحليلي بدست آورد. FRF رسپتانس بين مختصات 
[image: image315.wmf]i

 و 
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 سيستم مطابق روابط (5-31) و (5-34) عبارت است از:

	(5-113)
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	(5-114)
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ماتريس 
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 در رابطه فوق، از حذف سطر 
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 و ستون 
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 ماتريس 
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حاصل شده است. رابطه (5-114) با توجه به اين که ماتريس FRF معکوس ماتريس سختي ديناميکي است، بدست آمده است. ماتريس هاي 
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 و 
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 تنها در صورتي متقارنند که 
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 باشد. هنگامي که يک آنتي رزونانس در 
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 اتقاق مي افتد، 
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 مي شود. بنابراين، آنتي رزونانس 
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 را مي توان با تعيين ريشه هاي مثبت 
[image: image329.wmf]w

 در رابطه زير بدست آورد:

	(5-115)
	
[image: image330.wmf][

]

[

]

(

)

0

 

det 

 

2

 

=

-

ij

ij

M

K

w




رابطه (5-115) معادل مساله مقدار ويژه زير است که در آن مقادير ويژه مثبت برابر با مربع آنتي رزونانس هاي 
[image: image331.wmf](
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 مي باشند:

	(5-116)
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بردار ويژه 
[image: image333.wmf]{
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 در رابطه فوق داراي مفهوم فيزيکي خاصي نمي باشد. از آنجا که در حالت کلي ماتريس هاي 
[image: image334.wmf][
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 متقارن نمي باشند، مقادير ويژه معادله (5-116) ممکن است منفي و يا حتي مختلط باشند. با اين وجود، تنها مقادير ويژه مثبت بيانگر آنتي رزونانس ها مي باشند.

5-8-2-آنتي رزونانس ها و داده هاي مودال

با وجود آنکه آنتي رزونانس هاي يک سيستم را مي توان از مدل فضايي آن بدست آورد، درک چگونگي شکل گيري آنها از ديدگاه داده هاي مودال بهتر حاصل مي شود. براي سادگي، رسپتانس 
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 از سيستم دو درجه آزادي شکل (5-13) را بعنوان مثال در نظر مي گيريم.
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شکل (5-13): يک سيستم دو درجه آزادي جرم و فنر

ماتريس هاي فرکانس طبيعي و شکل مود سيستم بصورت زير مي باشند:


[image: image338.wmf][

]

(

)

[

]

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

707

.

0

707

.

0

707

.

0

707

.

0

        

/

  

3000

0

0

1000

2

2

f

w

s

rad

r


با استفاده از رابطه (5-45)، رسپتانس 
[image: image339.wmf](
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 را مي توان به مجموع دو کسر تجزيه نمود:

	(5-117)
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بين دو رزونانس 
[image: image341.wmf]1
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 و 
[image: image342.wmf]2
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 يک آنتي رزونانس  يا مي نيمم قرار دارد. با توجه به اينکه هر دو ثابت مودال، صورت کسرها، در رابطه (5-117) مثبت مي باشند، روشن است که بين 
[image: image343.wmf]1

w

 و 
[image: image344.wmf]2

w

، اولين کسر منفي و دومين کسر مثبت مي باشد. بنابراين فرکانسي در اين محدوده وجود خواهد داشت که در آن رسپتانس برابر صفر شود. هنگامي که اين تابع در مقياس 
[image: image345.wmf]dB

 رسم شود، مشخص مي شود که اين رسپتانس صفر مربوط به يک آنتي رزونانس بوده است. اين موضوع در شکل (5-14) نشان داده شده است.

علامت هاي مثبت و منفي در شکل (5-14) فقط براي درک بهتر مفهوم فوق مي باشند. اين علامت ها عملاً بر روي نمودار لگاريتمي FRF اعمال نمي شوند. در هر حال، يک آنتي رزونانس فقط روي نمودار لگاريتمي نمايش داده مي شود.
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شکل (5-14): آنتي رزونانس FRF يک سيستم دو درجه آزادي جرم و فنر

بطور مشابه، همين بررسي در مورد رسپتانس 
[image: image347.wmf](
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 نيز مي تواند انجام شود. اين FRF بصورت زير بيان مي شود:

	(5-118)
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با توجه به اين که صورت کسر دوم منفي مي باشد، علامت هر دو کسر را قبل و بعد از رزونانس مي توان روي شکل (5-15) نشان داد. روشن است که هيچ صفري نمي تواند بين اين دو رزونانس قرار گيرد. در حقيقت، مطابق شکل (5-15) در اين حالت به جاي آنتي رزونانس، يک مي نيمم وجود خواهد داشت.
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شکل (5-15): آنتي رزونانس FRF يک سيستم دو درجه آزادي جرم و فنر

بررسي اين سيستم دو درجه آزادي نشان مي دهدکه رابطه اي ذاتي ميان آنتي رزونانس هاي يک سيستم سازه اي و شکل مودهاي آن برقرار است. تشکيل آنتي رزونانس يا مي نيمم در يک FRF توسط علامت ثابت هاي مودال که به علامت المان هاي ماتريس شکل مود بستگي دارد، ديکته مي شود. اين نتيجه گيري را مي توان به يک سيستم چند درجه آزادي تعميم داد. بنابراين، براي دو رزونانس متوالي، هم علامت بودن دو ثابت مودال نشانگر وجود آنتي رزونانس و غير هم علامت بودن آنها بيانگر وجود مي نيمم ميان اين دو رزونانس مي باشد. در مورد بکارگيري اين نتيجه براي FRF هايي با رزونانس هاي نزديک به هم بايد احتياط نمود زيرا مقادير FRF بين اين دو رزونانس ممکن است فقط تحت تاثير اين دو مود نباشد.

از اين بررسي نتيجه مي شود که براي يک FRF نقطه اي (
[image: image350.wmf](
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)، بين هر دو رزونانس متوالي يک آنتي رزونانس خواهد داشت. علت اين امر آن است که براي چنين تابعي تمام صورت کسرهاي عبارت (5-45) مثبت خواهند بود. براي يک FRF انتقالي، آنتي رزونانس به شکل مود بستگي دارد. اگر ماتريس شکل مود يک سيستم داده شده باشد، مي توان تمام FRF هاي سيستم را رسم نمود.

5-8-3-مي نيمم يک FRF 

مي نيمم هاي يک FRF نقاط کمينه بين دو رزونانس هستند که آنتي رزونانس محسوب نمي شوند. اين نقاط به اندازه رزونانس ها و آنتي رزونانس ها اهميت ندارند. تعيين وجود و موقعيت مي نيمم ها صرفاً يک بحث تئوري در آناليز مودال مي باشد. مي نيمم ها نيز مانند آنتي رزونانس ها، پارامترهايي محلي مي باشند. بنابراين FRF هاي مختلف داراي مي نيمم هايي با فرکانس هاي مختلف خواهند بود.

بر خلاف رزونانس و آنتي رزونانس، فرکانس دقيق مي نيمم را نمي توان از مدل فضايي سيستم بدست آورد. اما با استفاده از داده هاي مودال مي توان موقعيت تقريبي آن را به راحتي بدست آورد. با مشتق گيري از رسپتانس در رابطه (5-43) نسبت به فرکانس 
[image: image351.wmf]w

، فرکانس مي نيمم بصورت زير بدست مي آيد:

	(5-119)
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	(5-120) 
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فرکانس هايي که به ازاي آنها عبارت مشتق فوق صفر مي شوند، فرکانس مي نيمم هاي FRF رسپتانس مورد نظر مي باشند. روشن است که يافتن اين ريشه ها در عمل به راحتي ممکن نيست. روش ديگر آن است که با در نظر گرفتن تنها دو مود متوالي در محاسبات، فرکانس تقريبي نقطه مي نيمم بين اين دو مود را بدست آوريم. بنابراين مي نيمم بين مودهاي 1 و 2 بصورت تقريبي از رابطه زير بدست مي آيد:
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يا

	(5-122)
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شرط وجود ريشه حقيقي براي اين معادله درجه دو آن است که:

	(5-123)
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و يا

	(5-124)
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بنابراين، در صورتي که حاصل ضرب 
[image: image358.wmf]2
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 منفي باشد، يک مي نيمم بين مود1 و 2 وجود خواهد داشت. اگر اين حاصل ضرب مثبت باشد، قبلاً نشان داده شد که بين مودهاي 1 و 2 يک آنتي رزونانس وجود خواهد داشت.
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